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Để bắt kịp sự phát triển của xã hội trong bối cảnh bùng nổ thông tin, ngành giáo 
dục và đào tạo phải đổi mới phương pháp dạy học một cách mạnh mẽ nhăm đào 
tạo những con người có đầy đủ phẩm chất của người lao động trong nên sản xuât tự 
động hóa như: năng động, sáng tạo, tự chủ, kỷ luật nghiêm, có tính tô chức, tínlì 
trật tự của các hành động và có ý thức suy nghĩ tìm giải pháp tôi ưu khi giải quyêt 
công việc. Muốn đạt được điều đó, một trong những việc cần thiết phải thực hiện 
trong quá trình dạy học là tận dụng các phương tiện hiện đại hô trợ vào quá trình 
dạy và học trong đó có máy tính cầm tay (MTCT). 

Vào nhũng năm 1970, cuộc cách mạng công nghệ máy tính chuyển sang 
khuynh hướng chế tạo thiết bị cầm tay. Năm 1972, MTCT được phát minh, với 
kích thước nhỏ gọn nhưng có khả năng hiên thị các hàm sô, tính giá trị hàm sô tại 
một điểm, lưu và trả kết quả dữ liệu đưa vào, và nhiều chức năng khác. MTCT 
nhanh chóng phổ biến ỏ’ các lóp học toán ở các nước trên thế giới. Từ khi MTCT ra 
đời, các nhà giáo dục và các nhà nghiên cứu đã quan tâm đến tác động của MTCT 
vào thành tích học tập của học sinh. MTCT ra đòi có làm giảm các kĩ năng cơ bản 
của học sinh hay không? Vào thời điểm đó, các cuộc tranh luận diên ra thường 
xuyên giữa các nhà giáo dục học, các giáo viên và các nhà nghiên cứu ỏ* Hoa Kỳ 
(và một sổ noi khác). 

Theo Pat Perks trong dạy và học toán, những tác động to lớn của MTCT được 
xem xét từ 4 phía cạnh sau: 

1. Hứng thú và tự tin: MTCT cung cấp cho học sinh những cách thức khác 
nhau để giải quyết vấn đề. Học sinh hứng thú, tích cực trong các hoạt động 
và hoàn chỉnh lời giải một cách chắc chắn; 

2. Mở rộng phạm vi của chương trình: MTCT tạo ra cơ hội để học sinh khám 
phá các tri thức, thậm chí đi xa hơn chương trình của một lóp học; 

3. Tăng xu hướng giảng dạy: Đưa việc sử dụng MTCT vào chương trình giảng 
dạy dưới nhiều hình thức khác nhau để tăng tính hiệu quả của chương trình 
học của học sinh; 

4. Sáng tạo và kiểm chứng: MTCT là công cụ giúp học sinh kiểm tra các kết 
quả, cho phép các em sáng tạo với những con số và kiểm chứng các ý tưởng. 

Theo nghiên cứu (Schuck, 1995) về yểu tố chính ảnh hưởng đến việc học của 
học sinh là giáo viên, nghiên cứu cho rằng người giáo viên phải có thái độ tích cực 
đối với toán học và việc sử dụng nguồn tài nguyên công cụ, trong đó có MTCT đê 
làm cho toán học trở nên nhẹ nhàng và có ý nghĩa hơn đôi với học sinh. Cũng như 
trong nghiên cứu (Fleener, 1995; Hembree và Dessart, 1986; Laumakis và Herman, 
2008; Ruthven, 1990) đã chỉ ra rằng việc sử dụng MTCT trong giảng dạy có thê tác 
động tích cực đến cả giáo viên và học sinh. 

Tăng hướng dẫn sử dụng MTCT vào quá trình giảng dạy sẽ thu hút người học 
xây dựng, hình thành và khám phá tri thức, khả năng GQVĐ. Đông thời thông qua 
việc thăm dò các ý tưởng và quá trình học của học sinh, giáo viên cũng có cơ hội 
để học tập và nâng cao khả năng xử lý các tỉnh huông bât ngờ mà người học có thê 
tạo ra với những ý tưởng táo bạo và sáng tạo trên MTCT của mình. 



Ngày nay, hầu hết các nước trên thế giới đều đua MTCT hỗ trợ trong quá trình 
giảng dạy toán từ chương trình bậc tiểu học cho đến chương trình bậc đại học. 
Nhiều nghiên cứu đã chỉ ra rằng: Trong môi trường máy tính một số vấn đề toán 
khó giải thích, đặc biệt với các phép tính phức tạp thì với công cụ máy tính các kết 
quả được kiểm chứng và minh họa rõ ràng hơn. 

Theo Laumakis vả Herman (2008) trong các bài kiểm tra cuối khỏa ở các trường 
thì những học sinh có khả năng sử dụng MTCT thành thạo có điểm số cao hơn so vói 
học sinh không sử dụng MTCT hay những học sinh chí biết sử dụng MTCT. Điều 
này cũng đã tưong đồng với nghiên cứu của Sigg và Pau o (2000]), đã xác nhận thái 
độ và niềm tin của giáo viên khi đưa MTCT vào trong lớp học. Các giáo viên thừa 
nhận, MTCT đã cải thiện được thành tích học tập của học sinh một cách dáng kê. 

Nhìn chung, trong các trường phố thông và đại học ở Việt Nam hiện nay, việc 
gắn giảng dạy lý thuyết và tính toán thực hành còn chưa được đấy mạnh. Điều này 
hoàn toàn không phải vì thiếu công cụ tính toán, mà có lẽ là việc phố biến cách sử 
dụng các cộng cụ tính toán chưa được quan tâm. Trong nhiều năm qua Bộ Giáo 
dục và Đào tạo đều có tố chức các cuộc thi giải toán MTCT từ cấp Tính đến cấp 
Quốc gia, tuy nhiên việc hướng dẫn cho học sinh vận dụng MTCT một cách sáng 
tạo trong quá trình học tập bộ môn toán vẫn đang còn hạn chế. 

Nhìn chung học sinh chỉ sử dụng MTCT ở mức độ thực hiện các phép tính đơn 
giản mà chưa ứng dụng vào mức độ cao hon như dự đoán kết quả, tư duy sáng tạo, 
tư duy thuật toán (TDTT) dựa trên công cụ MTCT. Tư duy thuật toán, một dạng tư 
duy rất cần thiết trong thời đại công nghệ thông tin, được thể hiện trên máy tính 
điện tử qua nhiều dạng toán có nội dung toán học sâu sắc. TDTT thông qua máy 
tính điện tử, sẽ là cầu nối giữa hai bộ môn rất gần nhau, nhưng hiện nay dược dạy 
một cách độc lập, ít liên hệ nhau là toán vả tin học. Các giáo viên toán có thê 
hướng dẫn học sinh thực hành trên MTCT thay cho máy tính điện tử dê đạt hiệu 
quả cao trong dạy học. Nhiều thuật toán (tìm số nguyên tố, tính theo công thức truy 
hồi, tính giói hạn, giải gần đúng phương trình..,) trước kia không có khả năng thực 
hành, nay có thể thực hiện thông qua MTCT. 

Với sự phát triển của công cụ tin học, việc học toán ngày càng dược cải thiện 
hơn so với trước đây. Nhiều bài toán xuất phát từ thực tiễn hay các bài toán đòi hỏi 
độ tính toán phức tạp cao không thế giải quyết được bằng các tính toán thủ công 
hoặc giải quyết được nhưng mất rất nhiều thời gian. Do đó phải dùng tới tính toán 
của máy tính điện tử hoặc MTCT. 

Máy tính và phần mền tính toán ra đời là nhằm đáp ứng các nhu cầu tính toán 
phức tạp (kể cả phố thông lẫn cao cấp) trở thành công cụ làm việc dễ dàng cho mọi 
người. Một điều thú vị là ngoài vai trò tính toán, MTCT và phần mền toán học có 
khả năng hỗ trợ rất tốt cho việc dạy và học, nếu chúng ta biết khai thác một cách 
khéo léo. Việc nắm những thủ tục và thực hành trên máy là không khó khăn, cho nên 
nếu biết xác định đúng nội dung dạy và học thì chẳng những tránh được cái quá tải 
không cần thiết, mà còn làm tăng năng lực vận dụng các kiến thức toán học vào các 
hoạt động thực tiễn giúp học sinh thấy được một phần giá trị đích thực của toán học. 
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Tuy nhiên, để việc thực hiện tính toán trên MTCT dễ dàng đòi hỏi người sử 
dụng có hiểu biết sâu sắc về lý thuyết toán học. Mặt khác, nhiều vấn đề lý thuyết 
(tính tăng giảm, bị chặn, tốc độ hội tụ, độ chính xác, độ phức tạp, tính xấp xỉ...) sẽ 
được soi sáng trong thực hành tính toán cụ thể. 

Vì vậy, việc sử dụng thành thạo công cụ tính toán là cần thiết cho giáo viên và 
học sinh. Công cụ tính toán sẽ hỗ trợ đắc lực cho việc tiếp cận và truyền đạt các 
kiến thức lý thuyết, giảng dạy lý thuyết gắn vó'i thực hành tính toán, sẽ giúp học 
sinh không chỉ tiếp thu tốt các kiến thức khoa học một cách bản chất, sâu sắc, mà 
còn tiếp cận tốt hon với các phương pháp giảng dạy và công cụ tính toán hiện đại. 
Các thuật toán và các quy trình thao tác trên MTCT có thể coi là bước tập dược ban 
đầu đế học sinh dần quen vói kĩ thuật lập trình trên máy tính cá nhân. 

Và tác giả thật sự hy vọng cuốn sách sẽ trở thành nguồn cảm hứng cũng như tư 
liệu bổ ích cho các em học sinh trong các kỳ thi học sinh giỏi giải toán trên MTCT, 
tài liệu giảng dạy cho các giáo viên dạy bồi dưỡng và nghiên cứu. Nội dung cuốn 
sách bao gồm 11 chủ đề 
Chủ đề 1: Hàm số 
Chủ đề 2: Dãy số 

Chủ đề 3: Phương trình và hệ phương trình đại sổ 

Chủ đề 4: Phương trình lượng giác 

Chủ đề 5: Đci thức 

Chù đề 6: Bài toán Lãi suất 

Chủ đề 7: Các hài toán thực tiễn 

Chủ đề 8: Số học 

Chủ đề 9: Hình học phẳng 

Chủ đề 10: Hình học không gian 

Chù đề 11: ứng dụng MTCT tìm lời giải sáng tạo 

Trong mỗi chủ đề, tác giả cung cấp và bổ sung nhiều kiến thức MTCT, kiến 
thức toán liên quan với nhiều ví dụ điển hình thường gặp được trích từ các đề thi 
HSG MTCT của các Sờ Giáo dục những năm qua. Cuối mỗi chủ đề đều có các bài 
tập thực hành nhằm cũng cố lại kiến thức, rèn luyện khả năng tư duy, sáng tạo và 
đặc biệt tất cả bài tập đều có lời giải và đáp số. 

Với cách viết khoa học và sinh động giúp các em học sinh tiếp cận vói Môn giải 
toán với MTCT một cách hứng thú, trở nên tự tin, năng động, hiểu biết bản chất và 
biết định hướng phân tích để tìm lời giải cho nhiều lóp bài toán. 

Mặc dù tác giả đã dành nhiều thời gian tâm huyết cho cuốn sách, song sự sai sót 
là điều không tránh khỏi. Chúng tôi rất mong được sự góp ý chân thành của quý 
độc giả để những lân tái bản sau cuốn sách được hoàn thiện hon. 

Tác giả 
Trần Đình Cư 

Mòi bạn vào trực tuyến tại: khangvietbook.com. vn để có thể cập nhật và 
mua Online một cách nhanh chóng, thuận tiện nhất các tựa sách của Công ty 
Khang Việt phát hành. 
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sơ Lược LỊCH SỬ HĨNH THÀNH 
VÀ PHÁT TRIỂN MÁY TÍNH CẦM TAY CASIO 

Casio là một nhà sản xuất hàng đầu về thiết bị điện tử, và được xem là một nhà 
tiên phong trong thị trường máy tính điện tử. Nó có các cơ sỏ' sàn xuất và tiếp thị 
trên khắp thế giới. Phiên bản đầu tiên của công ty có nguồn gốc từ Tokyo-Nhật 
Bản chi sau khi kết thúc chiến tranh thế giới thứ II, và chính thức được biêt đến 
theo tên Casio vào năm 1975. Năm 1946, một doanh nhân Nhật Bản là Kashido 
Tadao đã mở một cửa hàng điện tử nhỏ tại Tokyo với mục đích là bộ phận sản xuất 
kính hiển vi. Như một cách mở rộng kinh doanh của mình, ỏng và anh trai mình 
phát minh ra một loại máy tính cơ khí mà đã trờ thành tiền thân cùa máy tính điện 
tử hiện nay. 

Mười một năm sau khi mở cửa hàng đầu tiên của mình, Tadao bắt đầu công ty 
máy tính Casio để xây dựng máy tính chuyển tiếp hoàn toàn bằng điện. Công ty bắt 
đầu mỏ' rộng nhanh chóng và mỏ' các văn phòng trên thế giới, và cuối cùng bước 
vào thị trường Hoa Kỳ năm 1967. Cuối năm đó, họ cho ra măt máy tính điện tử đê 
bàn được lập trình đầu tiên trên thế giới. Tháng 8 năm 1972 đánh dấu lần đầu tiên 
Casio bắt đầu tung ra thị trường Mini Casio, máy tính câm tay đầu tiên trên thê 
giói. Sản phầm này có thể đem theo bên mình và tính toán các con số nhanh chóng, 
thuận tiện và chính xác. Và do nhu cầu quá lớn mà Casio đã tăng gâp dôi sản xuât 
sau khi xuất xưởng lần đầu. Một năm sau đó, cổ phiếu Casio được niên yết và bán 
trên thị trường chứng khoáng Mỹ Exchange. 

Trong những năm sau đó, Casio thêm vào dòng sản phẩm bồ sung, trong đó có 
máy tính tiền, nhạc cụ, đồng hồ đeo tay và tù' điển điện tử. Casio vân là “một người 
chơi” mới trong thị trường máy tính, phát hành một máy tính kích thước băng thẻ 
tín dụng mà có thể xử lý tốt vãn bản. Trong thế ki XXI, Casio không ngừng phát 
triển mạnh mẽ. Một số sản phẩm khác đáng chú ý cùa nó bao gôm máy kĩ thuật sô 
kiểu đồng hồ đeo tay, điện thoại di động đầu tiên có tích họp máy ảnh kĩ thuật số 
và từ điển điện tử... Nó cũng bắt đầu hoạt động trong các khu vực mới như: Băc 
Âu, Tây Ban Nha, Mỹ La Tinh và Mexico. 

Năm 1992, các sách hướng dẫn giảng dạy trong trường học Nhật Bản có thay 
đổi, sách giáo khoa số học dành cho học sinh lóp 5 và lóp 6 bấy giờ yêu cầu HS sử 
dụng MTCT để giải quyết một số vấn đề, làm cho MTCT trỏ' thành một công cụ 
mới trong dạy học. Ý tưởng đằng sau này là giúp HS phát triền và năm chăc sô học 
cơ bản ở những lóp thấp. Và sau đó, thông qua MTCT ỏ' các lóp trên, sẽ cho phép 
các HS tiết kiệm thời gian làm các phép tính toán trên giấy, mà dành nhiêu thời 
gian học tập các khái niệm và định lý... 

Kể từ AZ-8 và SL-300LH (Hình 2.1) đã được giới thiệu trong các trường học 
như các thiết bị giảng dạy, hiển thị dấu thập phân đã thu hút một lượng lớn các HS 
nhỏ, và một hộp vỏ cứng bào vệ bổ sung cùng với những tính năng đặc biệt. 
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%ips 

SL - 300 LH 


- Hình 2.1 

Năm 2002, chương trình giàng dạy ở Nhật Bản đã được sửa đổi lần nữa, và việc 
sử dụng MTCT đã được mở rộng để cho phép HS từ lớp 4 đã được bắt đầu sử dụng 
MTCT đáp ứng các yêu cầu toán học. 

Trích lục 

1. Máy tính Casio đầu tiên 1957 (Hình 2.2) 





Hình 2.2 


Mau máy tính bỏ túi Casio (Hình 2.3) dành kỉ niệm 55 năm thành lập 

(2012) 



@ E23 o 

i mmm MỈ 
a MO nn 
i ipi DB 

1 111 ii : 

i iog lã 


AN - 55 Aimiversary Edition Calculator (AN) 


Hình 2.3 

Ở Việt Nam, MTCT được biết đến rất sớm từ những năm 1980, nhưng do điều 
kiện kinh tế khố khăn nên rất ít người có MTCT. Theo Văn Như Cương (2000): 
“Việc sử dụng MTCT để giải quyết phép tính sai số, các phương trình và bất phương 
trình có hệ số thập phân, là rất phổ biến ở các nước, tuy nhiên ở nước ta không phải 
học sinh nào cũng có khả năng mua máy nên chỉ trông chò' vào các môn như Vật lý 
để học sinh có thể thực hành”. Trải qua nhiều thay đổi của dòng MTCT, có thế liệt kê 
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ra một số MTCT được HS, GV dùng nhiều nhất đó là các máy tính của hãng Casio: 
> -95;> - 220; fx - 500 A;fx - 500 MS ; fx - 570 MS;fx - 5 00 ES; fx - 570 ES; 

fx — 500P7VPlus; >-570is.S'Plus. Bên cạnh đó, Vinacal đã cho ra đời hai dòng 
MTBT phục vụ học tập cho HS có tính năng tương tự với hãng Casio đó là 
Vn - 500MS 1 ; Vn - 570MS' và tiếp đó tung ra một sản phẩm Vn-S10MSNEW bao 
gồm cả hai tính năng của Vn-500MS;Vn - 570 MS . Tính năng của máy tính bỏ túi 
>-500 (bao gồm cả MS và ES) được sử dụng cho HS Trung học cơ sở và 
fx -570 (bao gồm cả MS và ES) được sử dụng cho HS THPT. 

Theo công văn của Bộ Giáo dục và Đào tạo công bố danh sách MTCT được 
đem vào phòng thi tuyển sinh Đại học, Cao đẳng năm 2014 như sau: 

- về nguyên tắc: Theo quy chế tuyển sinh Đại học, Cao đẳng hệ chính quy, 
các máy tính cầm tay được phép mang vào phòng thi là các máy: 

• Không có chức năng soạn thảo văn bản (như tính năng ghi chép, ghi số 
điện thoại...) 

® Không có thẻ nhớ cắm thêm vào. 

- Danh sách cụ thể các máy tính cầm tay thông dụng (làm được các phép tính 
số học, các phép tính lượng giác và các phép tính siêu việt) đáp ứng yêu cầu 
trên là : 

Casio: fx- 95, >-220, >-500A, >-500MS, >-500ES, >-500VN 
Pius, >-570 MS, >-570ES, >-570ES Plus;>-570ES VN Plus; 
Vinacal:K/7-500MS, Vn -570 MS, D7-570MS New; K/7-570 ES Plus II 
Vietnam CaCulator: KV-500RS, VN -500 MS, VN-510 RS, VN- 570ES; 
Sharp: £’I-124A, £Z-250S, EL- 506W, EL- 509WM; 

Canon: FC 45S, LS153TS, F720; 

Và các máy có tính năng tương đương. 

Sau đây là ba loại máy tính bỏ túi (Hình 2.4) thông dụng nhất hiện nay tại Việt 
Nam mà học sinh, giáo viên dùng: 



Hình 2.4 
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%hủ M h HÀM SỐ 


Qạngl: GIỚI HẠN, ĐẠO HÀM, TÍCH PHÂN CỦA HÀM SỐ 


Phương pháp 

1. Kiến thức máy tính cầm tay (MTCT) 

1.1. Chức năng giải phương trình bậc 2: 

Bước 1: Chọn chương trình giải phương trình bậc hai: ỊmodeỊ nn nn 

Bước 2: Nhập các hệ số. Ẩn r=1ta được nghiệm thứ nhất, ấn tiếp UD ta được 
nghiệm thứ hai. 


Ví dụ: Giải phương trình: 5x 2 + 3x - 9 = 0 . 

Chọn chương trình giải phương trình bậc hai: ỊmÕÕ§ QT| [ 3 ] 

Nhập các hệ số: em (D GD (=) Q cu GD 
Ẩn GD ta được nghiệm thứ nhất Xị - _ A + 
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Ẩn du ta được nghiệm thứ hai 


x 2 


-3-3V2I 

10 


0 MxthVA 



1.2. Chức năng giải phương trình bậc 3: 

Bước 1: Chọn chương trình giải phương trình bậc ba: ỊmodeỊ |~5l m 

Bước 2: Nhập các hệ số. Ẩn [=]ta được nghiệm thứ nhất, ẩn tiếp (=] ta được 
nghiệm thứ hai. 


Ví dụ: Giải phương trình: 5x 3 + 3x 3 - 9x +12 = 0. 

Chọn chương trình giải phương trình bậc ba: IU GO (T| 

Nhập các hệ số: [5] [1][3](=] E)[9] (=][TỊ(I3[=] 

Ắn [=) ta được nghiệm thứ nhất của phương trình X! «-2,049565613 



Q 
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Nghiệm thứ hai của phương trình là: 



Lưu ý: Nếu xét trên trường số thục, thì phương trình bậc ba có ba nghiệm, ơ ví 
dụ trên, nghiệm thứ nhất là nghiệm thực, hai nghiệm x 2 ,x 3 là nghiệm phức. 

1.3. Chức năng tính giá trị hàm số tại một điếm 
Bước 1: Nhập vào màn hình hàm số 
Bước 2: Ân ICALCị , nhập giá trị X , ấn (=) 

Ví dụ. Cho hàm số y = f(x) = e 3x+l -2x 2 . Tính giá trị í'(-3). 

Nhập vào màn hình hàm số: e 3x+l -2X 2 bàng cách: 

ỈÃĨPHÃÌ íxĩỹỊ EẼ 5 ] l~3l ỈÃiMl m í+1 rn CR| R ỊTỊ ÍÃLPÌiÃ) ỊTỊ 

Ấn lCALCl . nhập 0 GO, ấn 0=0 ta được kết quả « -17,99966454. 



1.4. Chức năng tính tích phân: 

Bước ỉ: Chọn chương trình tính tích phân: Qịr) 

Bước 2: Nhập vào hàm số và các cận, ấn phím 0=) ta được kết quả 

Ví dụ. Tính tích phân jVl + X 2 ,x 3 dx 

0 

Chọn chương trình tính tích phân: © 

Nhập vào màn hình: j\/l + X 2 ,X 3 dx bằng cách 
0 

© (13 S) H CD © ® H O Ẽ3 IU ® cg) ŨD ® (3 

An 1=1 ta đươc kết quả 
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n 


Math Á 


J ũ 


N 1 +X 2 X 3 dx 


ũ-32Ị 895141 

11* hàm tíỉả (ítỉBm 


1.5. Chức năng tính đạo hàm của hàm số tại một điếm 

Bước 1: Chọn chức năng tính đạo hàm của hàm số tại 1 điểm: 1shift| [Ịp-Ì 

Bước 2: Nhập hàm số và nhập giá trị x () , ấn {=) 

Ví dụ: Tính đạo hàm của hàm số f (x) = \fĩx ỉ + 2 tại x () = yỊĨ . 

Chọn chức năng tính đạo hàm của hàm số tại 1 điểm: ỊshiptỊ íĩ~l 


d 

—□ 
dx J 



Nhập vào màn hình 


—^ V 3 X 2 + 2 j bằng cách: 


© 00 Hi m © E) ca ® <& © (U 

Ân (=] ta được kết quả: 1,5 


la: 1,5 

0 Màth A 

1 f 

__X B 


1.6. Chức năng tính giói hạn của hàm số tại một điểm 

Đối với MTCT Vinacal 570 ES Plus II thỉ có chức năng tính đạo hàm. Máy 570 
VN Plus không có, tuy nhiên từ giới hạn của hàm số ta có thể chuyển qua đạo hàm. 

Tính giới hạn hàm số lim f(x) đôi lúc sẽ rất vất vả khi hàm số đã cho dưới dạng 

' wx 0 

phức tạp. Nếu ta sử dụng công cụ MTCT kết họp các phép biến đổi SO' cấp và tư 
duy toán học, thì việc giải một bài toán giới hạn trỏ' nên dễ dàng hon. 

Tù' đó ta có quy trình sau: 

- Bước I: Biến đổi lim f(x)= lim = g'(x ); 

x->x () x->x () X-X Q 

- Bước 2:Sử dụng clìưong trình cài đặt sẵn của MTCT tính đạo hàm theo cú 
pháp sau: 


1553 Gã 


dx 


màn hình hiển thị — (□) ; 

dx' >x=a 


a Nhập hàm số và giá trị x () , sau đó bấm phím 0=0. 
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I. CÁC VÍ DỤ ĐIỂN HỈNH THƯỜNG GẶP 

5/77 


Ví dụ 1. Tính giới hạn: lim 


v2x +1 


Huứng dẫn thực hành 

Nhận thấy rằng đây là dạng vô định T Thông thường ta sẽ sử dựng phương 
pháp gọi “số hạng vắng” 


_ . v/x + 1 -v/2x + l 

Đặt A = lim- : — -. Ta có: 


A - lim 

X—»■() 


lim--— : -. Ta có: 

X— >0 X 

yj X + ỉ — 1 + 1 — \Ị 2x + 1 . \Zx~H-T — 1 J. _ 1 — ^2x + 1 

-—---- = lim-—-+ lim-—- 

x X— >0 X x-->() X 


Tính A, = lim Đặt y = v/x + 1 => X = y 5 -1 . Lúc đó 

x->() X 


A x/x + 1-1 y-1 1 _1 

A, = lim-—-= lim - - = lim — - r — —- - = - 

X“>0 X y->l y- 5 - 1 y->i y 4 + y' + y z + y + 1 3 


Tính A~ = lim . Đặt z = \/2x + ĩ => X = — 

z x~>() X 2 


Lúc đó 


. x/2x + l -1 .. Z -1 1: _ 2 _ 1 

--lim —— -lim————— ---- = -• 

/.->1 z 6 _ 1 /.->! / 5 + / 4 + z 3 + z 2 +/. + 1 2 


A, = lim 

X—>0 X 


-2 

Vậy A = A, -A 2 = y^. 

Với MTCT, ta có thể giải theo cách sau: 

v/x + 1 -yfĩx +1 f(x)-f(0) _ ... _ 5/777_6/7717 

A = lim ---—--— = lim - 7 — = 1 (0) với 1 (X) = Vx + 1 - <1 2x + 1 . 

x7() X X —>0 X - 0 

. . -2 

Dùng MTCT ta dễ dàng tính được .f(0) = —7 như sau: 

Chọn chương trình tính đạo hàm: ISHitĩl llrl 



0 

Math 

d sn 

% ị\ 


úx ■■ ^ 

■ 1 x=ũ 
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Nhập vào màn hình: y-Ịv/x + 1 -yịĩx +1 j| x=0 bằng cách: 

Ẩn (D ta được kết quả: -0,1333333333 

0 Math Á 

£(']XĨĨ- é Ỉ2XĨTÌ 

« n 1 Q 8 -! ọ ọ ọ ọ ọ Q ọ 

_ u H 1 ũ ũ ũ o o IJ o o o 

Để đổi kết quả “0,1333333333 sang phân số ta nhập: E3 ŨD 0 ũũ ỊalphaỊ ® un 

* , ^ 2 

An [=) ta được ket quả: 


- 0 . 1 ( 3 ) 

0 

Mstth À 





vx + ĩ- \fl\ +1 2 

Vậy lim——-— : -= —— 

X— >0 X 15 

Lòi giảỉ và đáp sổ 
Cách 1: Sử dụng kiến thức toán học 

Đặt A = lim y^-^ gx + 1 Ta có: 

x->{) X 


A = lim 

x->() 


vx + 1 -1 + 1-V2X + : 


.. vx+7-T t l: _ ỉ- ( <Ỉ2) 

lim —-- + lim ——-— 

x-»() X X—>0 X 


Tính Aị = lim---Đặt y = \fx +1 =z> X = y 5 - 1 . Lúc đó 

X—>() X 


A _ K™ + 1 1 _ i;_ y 

Aj = lim-—-= lim-~ 

X— >0 X y—>1 \T 


y -1 _ 1: _ 1 1 

lim —— = lim —-- —— -= 

y—>1 y 5 _ I y-»l y 4 + y 3 + y 2 y + ] 5 


Tính A 2 = lim —— Đặt z = ^2x+ĩ=>x = ^- 

X— >0 X 2 

Lúc đó 

Ạ ^2x + 1—1 z— 1 2 


yzx + l-i . Z-1 .. 2 1 

A 2 = lim ——-= lim ——— = lim —---—— -= Ạ. 

x-^o X /-» 1 z 6 -1 / - >1 z 5 + z 4 + z 3 + z 2 + z +1 3 


V ạy A — A Ị — A ~ 
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Cách 2: Sử dụng kiến thức toán kết hợp MTCT 
Xét hàm số f(x) = y[x + 1 - v/2x + 1 


Ta có 


A = lim 


^/x +1 — v2x +' 


x^d X-0 


Sử dụng MTCT tính được f(o) = —^ 

Lòi bình: Rõ ràng với công cụ MTCT, thay vì tính một giới hạn phức tạp, ta 
chuyển qua công đạo hàm là một cách làm tối ưu trên máy 570 VNPlus. Đôi với 
loại máy Vinacal 570 ES Plus II có thể tính trực tiếp giới hạn trên như sau: 

Bước 1: Chọn chưong trình tính giới hạn (Sĩ) OE) OE) 



Ẩn [=) ta được kết quả -0,1333333333. 

Để đổi kết quả -0,1333333333 sang phân sô ta nhập: E3 QD CD 03 ỈMEMỈ QlI 

i , 2 
Ân (=0 ta được kêt quả: 

Để nâng cao tư duy toán học và kĩ thuật sử dụng MTCT, hãy thử tính giới hạn 



x-»ó X - 0 

Với f(x) = v/x + l -Ầ/2X + 1; g(x) = ^3x + 8-27x + l . 

Với công cụ MTCT, có thể dễ dàng (sau khi biết cách sử dụng như ỏ- ví dụ trên) 


1 


tính được 


f(0) _ 15 _ 4 

g’(0) -3 45 ■ 


4 
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Ví dụ 2. Tính gần đúng giới hạn: lim 


- Vx + 3 -9 + Vó 


x-»3 X - 3 

(Trích đề thi HSGMTCT Toàn quốc năm 2008 - 12 THBT) 
Hướng dẫn thực hành 


Ta có: 

L = lim 

x->3 


X 2 - Vx + 3 -9 + Vó 
X -3 


limíx + 3Ì+ lim 

X—> 3 v ’ ' \-j 


+ 3-9 + Vó X 2 -9 ,. -Vx + 3 + vỏ 

——--— = lim ——— + lim--——- 

c — 3 * x-»3 X —3 x-»3 X — 3 

(-Vx+3+Vó)’ ,, ;™(-V^3+Vó)' 

lim - 7 -.. - —— = 6 + - 

x->3 (X“3)' lim(x-3)’ 

x-»3 


Nhập vào máy: 6 + 


( V X + 3 4- v/ ( 

5 

dx V 

/|x=3 


bằng cách: 


-~-(x -3)1 
dx v ; H 3 

[6] S) (5) di) 0 © iMim[+]r3ug)mí^if6i(g)(P)í3i(9)fwĩi 

©(110] Bi®® 

Ấn GDta được kết quả: L=5,795875855 




0 Math A 

5.795875855 


Đáp Số: L=5,795875855. 

Nhận xét: Ở ví dụ trên, ta có sử dụng quy tắc 1’Hoopital (phát âm như Lô -pi- 
tan) là quy tăc sử dụng đạo hàm đê tính các giới hạn có dạng vô định. Ung dụng 
của quy tăc này là đưa dạng vô định trở thành dạng hữu hạn, cho phép tính toán 
giới hạn một cách dễ dàng. 

Nội dung của quy tắc này như sau: 

Giả sử c và L là các số thuộc tập số thực mở rộng (tức là bao gồm tập số thực và 
hai giá trị dương vô cùng và âm vô cùng). 

Nếu limf(x) = limg(x) = 0 hoặc limf(x) = ±limg(x) = ±oo, và giả sử 

x-»e X—>c v 7 x-*e v 7 x-»c v 7 

1: ■ f'(x) T , _ lí xì 
lim ' = Lthì lim - y - L 

x-^cg'(x) ^cgỊx) 

Pn tuả 1. -VX 4- 3 + Vó (—VX 4- 3 + Vó)' 

•X->3 X—3 x->3 (x — 3)' 


Ví dụ 3. Tìm giới hạn sau: lim — 

n --»00 n 


1 + cos — + cos— + ... + cos- 

n n n 


( Trích đề thi HSGMT ĐăkNông, THPT, 2008-2009) 
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Hưótig dạn thực hành 


ỉ 


Đặt s n - 


Ta CÓ: s„ 


, 7 T _2tt .. n -1 1 

1 + cos— + cos—+ ... + cos- Tí 

n n n 




n-1 2% ĩĩ 0 

cos ——-71 +... + cos— + cos— + cos— 

n n n 11 


1 ỉid i 

IYcosttÍ 
n “í n 


7 i=0 


1 

Suy ra lim S n = |c0S7rxclx 

n—>co ? 

0 

Quy trình bấm phím như sau: ( để máy ở chế độ Rad ) 

I 

Ghi vào màn hình: ịcosTtxdx bằng cách: 

0 

® @ ® @0 @ [3 C3 <g) [0] cg) (T) 

Bấm dD ta được giá trị là 0. 


I 


Mã.th À 


cos(JĩX)dx 


0 


1 

Suy ra lim S n = |eos7xxdx=0 

n—>co ị 

0 

... .. 1 ( .. n _ 2% 

Vậy lim — l + cơs—+ COS— J 

n-»00 n n n 


n 2 71 11-1 

1 + cós — + cos— +... + CCS-71 

11 n 11 


11 J 

Lòi giải và đáp số 


Đặt s n =- 


, 71 2 71 11-1 

1 + cos—* + COS"-f ... + CCS- 71 

11 11 11 


Ta có: 


1 n -1 271 71 0 

s =~ cos —--71 + ... + COS— + COS— + COS — 

n n ^ 11 n 

1 

Suy ra lim S n = |C0S7ixdx = 0. 

n—>co ị 

0 

1 (, . n 2n 

Vậy lim — 1 + cos — + cos-1-. 

n-»co ni n 11 


-Ịg 

'J n M) 


cos 71 — 

11 


71 2ti 11-1 

1 + cos —- + COS — 4- ... + cos-71 


= 0 . 


Ví dụ 4. Tìm giới hạn: lim 

X—>1 




X 2 +2x +6 




x + 27 


X 3 + X - 2 


(Trích đề thi HSGMTCT Kiên Giang, THPT, 2008-2009) 
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Ta CÓ: 


Hướng dẫn thực hành 


.. 7x 2 4 2x + 6 - v/x 3 - X + 27 

lim---—— - 

x_>l ' x 3 +x-2 



= lim 


X— >1 


Vx 2 4 2x 4 6 - \/x 3 - X 4 27 
(x-l)^x 2 4X42^ 


với f(x) — VX 2 +2x + 6 - v/x 3 - x + 27 

Ghi vào màn hình: -p|Vx 2 +2X + 6 -ựx 3 -X + 27| x=1 bằng cách 
íshìfti ca [ỹĩi lÃLPi m f&\ [+] f2i Ịirôimmrẽic^RísiiTií^iMimí^iíãi 

<& 0 HI m ffl cã 0 <s> <g> m 

Bấm (D ta được 0,5925925926 

_ Mzưh A 

^(•iX 2 +2X+6- 3 J^ 

_ 0.5925925926 

ấn tiếp R-1 Í4~Ị [=1 ta được kết quả 0,14814814581 

. ,, .. ^/x 2 4 2x + 6 — à/x 3 — X + 27 

Vậy lim--——=0,14814814581 

x_s ' 1 x 3 +x-2 

Ví dụ 5. Cho hàm số f(x) = sin5x . Tính f^ l0 ^2015). 

Hướng dẫn thực hành 

Ta có 


f'(x) = 5cosx = 5sin 


5x4 — 



r s 

2 J 

( 0 \ 

5 2 cos 

5x4- 

= 5 2 sin 

5x+4ĩ 


l 2; 


l 2 J 


n7ĩ 


Dự đoán: f (n) (x) = 5" sin 5x 4 


Chứng minh dự đoán bằng quy nạp 
Với n = 1, hiển nhiên đúng 

Giả sử dự đoán đúng với n = k(k > l), tức f k (x) = 5 k sin 
Ta có chứng minh dự đoán đúng với n = k +1, nghĩa là 


5x4 


kn: 
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f k+1 (x) = 5 k+l sin í 5x + 

1 ■ l 2 J 

Thấy vậy: 

f k+1 (x) = |"f k (x)l = 5 k sin 5x + ^ =5 k .5cos 5x + ^ 
L 'A 1 1 2 JJ V 

_«k«.:.L.( k+1 >ì 


5 k+l sin 5x + 


Vậy f (n) (x) = 5" sin 5x + -^ì 
V 2 J 

Dùng MTCT tính được: f( 10 ) ( 2015 ) 

õã Mstth A 

5 10 sin(5x2ũl5+-ỉ> 

-854764.7939 

Đáp sổ: f(‘°) ( 2015 ) = -854764,7939. 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Tính các giới hạn sau: 


y3x + l-V2x + 1 vcosx - v2sinx +1 

a) lim---; b)lim- 7 “- 

' X— >0 X X— >0 sinx 


c) lim 


/sinx -1 


a)lim- 

X—>0 


3x + l -V2x + J 


Hướng dẫn thực hành 
: f (o) với f (x) = ĩ/3x +1 - V2x +1 


Dùng MTCT tính được f (o) 


b) Ta có 


vcosx - V2sinx + 1 

lim-- 7 —-= lim 

x-»0 sinx X —>0 


lim Vcosx - V2sinx + : 

X—>0 '__ 


/cosx - V2sinx +1 


(sinx) 


lim (sinx) 
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Dùng máy tính tính — 


/cosx -v2sinx + l 


c) Ta có lim 


sinx Vsinx -1 


:( sinx )|x 


= lim- x 

.71 n 

2 2 


= f' Ị =0 với 
2 


f(x) = sinxỊVsinx -lj. 


BT 2. Cho hàm số y = ————. Tính y( 5 ) ( 5 ). 

X 2 -5x + 6 

Hướng dẫn thực hành 

- 3x-16 - A B 

y — 2 + -““-- — 2 H-—— + ~-—— . 

(X-2KX-3) (x-2) (x-3) 

Suy ra 3*- Ĩ6 = (A + B)x-(3Ả + 2B) =>A = ỈO,B = -7. 


Do đó y = 2 + 


10 _7_ 

x-2 x-3 


Suy ra y' n '(x) = (-l) n+l x7x 


0-3 r 


(-l)-xlO: 


(x-2)" 


Do đó: y( 5 ) ( 5 ) = (-l) 6 X 7 X - • v ,4-')'•.* 


' ' ' ' ( 5 - 3 )” ' ' (5-2) 6 

Dùng MTCT ta tính được kết quả 

_ Msth A 

(-1) 6 X?X 5 0-j -> 

■ ' f (5-3)6 

11■4789Ũ947 

Vậy y( 5 ) ( 5 ) = 11,47890947. 

r 3 . Cho hàm số f (x) = sin 2 7x . Tính chính xác f( 15 ) ( 2015 ) 

Hướng dẫn thực hành 

_ , _2~ 1-C0sl4x 1 1 . , 7t 

Tacóy = sin 7x=— —— ■ = — + — sin 14X--7- 

2 2 2 \ 2 ) 


n ì 1 


y' = -f.lOcos 14x-0- =-^-.10sin 14x- 
2 2 2 
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Dự đoán: (x) = (-l) n 4.10" sin 


14x-(n + l)| 


Dùng MTCT tính f( 15 ) ( 2015 ) 

0 MÃth À 

-lxịxlũ 15 sỉn(l*fr 
4 a 98818237bxiũ 14 

Sử dụng tính toán tràn màn hình ta được: f^ 15 ^ ( 2015 ) = 498818237633871 . 


7C 

V ỉ 

BT 4. Tính tích phân í-—đx • 

£ cos 9 X 

6 


Hưóttg dẫn thực hành 


n 

3 J 

Ghi vào màn hình ——dx bằng cách ấn các phím 
„ cos 9 X 

6 


(A) (A) nu [SHĨFTÌ ÍXĨÕ^Ì <§) | 3 l 
Ấn c=]ta được kết quả 

13 Màtlì À 

-±——— |-j 

Ẹ ÍCQSÍX) 

38-7640451 

Lòi bình: Dùng phần mềm Maple ta tính được 


7t 



6 


1235 

1728 


35 

256 


ln(3) + 


iííl^ + 21|„(2 + VĨ) 

64 128 1 > 


Dùng MTCT ta kiểm tra lại thấy kết quả này trùng với kết quả giải trên MTCT. 
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ỉ)ạng2.TÍNH GIÁ TRỊ CỦA HÀM SỐ 

Một số lưu ý khi thực hành trên dạng toán này: 

■ Sử dụng lệnh ICALCl để tính giá trị hàm số tại 1 điểm. 

m Sử dụng lệnh Ịshift||rcĨ 1 (STO)để lưu giá trị của một hàm số, lưu nghiệm của 

phương trình trong môi trường EQN {môi trường giải phương trình và hệ phưong trình} 

B Chuyển sang chế độ rad |shift| ỊmodeỊ |~4~Ị nếu trong đề bài cho hàm số chứa các 
hàm lượng giác. 

° Hiếu được giá trị biến nhớ tự động (Ãnặ){máy tự động lưu giá trị cuối cùng 
vào biến nhớ ỊÃnsỊ }■ 

I. CÁC VÍ DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Cho hai hàm số 

f(x) = ^sin(2012x)-2013; g(x) = tan+ cos 2 Ịe 2x -2012) 

Tính a) fỊf(V 2 ÕỮ 3 )); b)fỊgỊf (VÌ)jỊ. 

(Đề thi HSG MTCT Quảng trị 2013 ). 
Hưóng dẫn thực hành 
Chuyển máy sang chế độ radian (rad): |shift| ImodeỊ @D 

a) Để tính f Ịí'Ị-v/ 20,13 ta ấn phím theo quy trình sau: 

[ỹsl í~2~| |~Õ1 |~n ỊTl nn 1=1 {máy tự lưu kết quả này vào biến nhớ ANS} 

Tính giá trị f ^x/20,13^ bàng cách: 

m © ® m ® m [2] @ m 0 [2} (E m m (D 

{máy tự lưu kết quả này vào biến nhớ ANS}. 

M 0 ÍEtiTÃ 

%iri(2012Ansí-:F- 
_ ~ 12.62648384 

Ấn tiếp phím (=]để tính giá trị f|f ^20,13 jj : 

Ta đưọ*c kết quả: 

0 Math A 

%in(2012Aris)-:t> 

-12^62511577 
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Do đó: fífỊ>/20,13 jj « -12,6251. 


b) Để tính f|g|fỊV3 jjj ta ấn phím theo quy trình sau: 

© nn (=) {máy tự lưu kết quả này vào biển nhớ ANS} 
Tính giá trị í'ỊV3Ịbằng cách: 

[shìftì [ỹ«i ísinỊ [~2~1 fõỊ rn H3 @ rn B { 2 } 00 ỊTỊ [3] 1=] 

{máy tự lưu kết quả này vào biến nhớ ANS}. 


M dã Mậth A 

%inC2012tìris)-^ 



- 12^2303413 


Tính g( l í V3 1Ị bằng cách: 


0 m m m im (U <B m S) m (ỘÕỊ) tu m © (D @ 
® B ® cu m m CD m m (Ị) 

{máy tự lưu kết quả này vào biến nhớ ANS} 



Tính giá trị fỊgỊfỊV3jjj bằngcảch: 

ca ca (DE] ©me cu tam mm 

Ta được kết quả: 


Math Á 


7sỉn(2012Ans)-í> 

-12.6250085 


Vậy fịgựỊV3]Jj*-12,6250. 

Lòi giải và đáp số 

a) Ta có 

1 ^ 20 , 13 ) = -12,62848384, fỊf(V20,13]Ị =-12,62511577 
Vậy, fỊrỊV 20 , 13 )Ị «-12,6251 . 
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b) Ta có : 

f (Vã) = -12,62803413; 
g(f (Vi)j - 0,01599226882 
f(g|f(V3)Ị| =-12,6250085 

Vậy fỊg(f(V3'))Ị* -12,6250. 

’ ' xVx+T 3 X+2 

Ví dụ 2. Cho hai hàm số f(x) = —===== + - - - 77 

Vx 2 +2 x + 3 1o S2( x + 1 ) 


a) Tính S = f(l) + f(2) + ... + f(10). 


b) Hãy tính giá trị gần đúng của p = f(l) + 


í J V'(» 


Ĩ2. 


+ f’( 3 ). 

(Đề thi HSG MTCT, Đồng tháp 2010 ) 
Hướng dẫn thực hành 


a) Cách 1 : Sử dụng chức năng : ỊshiftỊ [iõỹ 




□ 

Vũ J 


10 x /^7 3X+2 

Nhập vào màn hình: . 7 = === + -- 777—77 bằng cách dãy phím: 

Ốx/x 2 + 2 X + 3 log 2 (X + l) 


@ §2) @ H CD ® H CD s CS) ® @ dl Ẽ3 ẸỊGDEị® (31EB 
mc^c^í+ìí^irãií^iiÃLPHÃimmr^c^c^CTmc^íammacS) 
®<g)E®ŨDIõ](D 

Ta được kết quả: 


IU 

Y 

í-c/H+l" 

Mstth À 

» _K 

Zj 

y.= í 

Nx 2 +2X+3 

23585271 

1 li 

8844 


Cách 2: Sử dựng truy hồi 

Đưa 0 vào ô nhớ A Ịo — > Aj bằng cách: Í~Õ~1 ỊshiptỊ ỊrclỊ ỊTÕỊ {biến đếm} 
Đưa 0 vào ô nhớ B Ịo -» b| bằng cách: QT| |shift| ỊrcQ 0 {biến tổng} 


A . . 4 _ , AVA + 1 ; 3 a+2 

Nhập vào màn hình A = A +1: c = . — — + 7 — —ị- — 77 : 

vA 2 +2A + 3 lo g 2 ( A + 1 ) 

bằng cách ấn dãy phím: 


: B = c + B 


23 




CĐBD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Pỉus_ Trần Đình Cư 


H o H ỊỊỘÃỹD H o HD (XI nu © nu @ H ỊệÃũị) ® nu o © 
!UOfflE®©S0(ặi5í±) ni (ẶỊD o ẺB IU ®(g> EB ® (UIZ) 
um 0 00 (U®® (§3 GD ® nu o OE) DD ® ® di © H 0 nu 

ỊcÃEcì IÃĨPHÃI Ịhỹpì f+1 ÍÃLPHÃ1 FTỊ ỊcÃĩcì 


Lặp lại liên tiếp phím (=]cho đến khi A = 10 : 



Vậy s = 235852,8844. 

b) Sử dụng chức năng ICALCl để tính l'(l j như sau: 


Nhập vào màn hình hàm số 


xVx+T 3 X+2 
Vx 2 + 2x + 3 lo S 2 ( x + 1 ) 


bằng cách 


ỈTỊglSIUB DDE)®® 

® [+1 r§l ITI 1^*1 iãĩpỉìãi [TI í+ì ITI (ỹ) RÕỊIT1 (F) lĂLPỈiÃI rri í+1 [TI 


Ẩn tiếp phím ỊCALCl máy yêu cầu nhập giá trị X ta ấn [2 (=) 
Ta được kết quả: 

T ã Math A . 

Jk2+2k+3 +1 os ' z -g 

81 + t t 3’ 


Lưu giá trị này vào biến nhớ A bằng cách |shift| [rcĨỊ ỊÕÕỊ . 


Để tính 


f J \f0) 


V Vĩ J 


ta làm như sau: 


CD (S) (2.® ® [Ị) ® (g) CDIS H o ID {tức 

này vào biến nhớ B bằng cách |shift| ỊrcĨI |°T| 


( , 3 a 


\\Ỉ2 ) 


} và lưu kết quả 


B " Ms.tii A 


ftns+B 

7.Ũ66350644xid‘ 
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__r d 'ì ' , \ 

' Sử dụng chức năng đạo hàm mĩ) GgỊ -)-□ để tính r(3) như sau: 

U x J 7 

® @ s E (vịD s s o ® © H E ® (H im QD E0 

00 ® ® E) ® [3) © e m E) ID ® mn) [U <g) (li m E) 13 <B <B 
<S>dD [=] 

Ta được kết quả và lưu kết quả này vào biến nhớ c bằng cách ấn ÍSHÌrr) (rõ) ỊhỹpỊ 


Ans*c 


0 MĂth À 


11 ì ■ 904373’ 


Để tính giá trị: p = l'(l) + 


í l V'<» 

vV2y 


+ í'(3) ta ấn: 


ỊÃc) [ALPHA] m) (+) ỊALPHAỊ mi GE lALPHAl [hỹpl [=1ta được kết quả sau: 


A+B+C 


s Math A 


Ĩ39.481794A 


Vậy p = 139,4817946. 


Lòi giái và đáp số 

□ 

a) Sử dụng chức năng hoặc lập trình gán thêm biến đếm và biến tổng ta tính 

□ 


được: s = 235852,8844. 
b) Tính 

1(1) = - 


( I v(0 

\4ĩj 


: 7,066350644x10~ 5 -> B 


f’(3) = 111,9043737. 

(ị yO) 

Suy ra: P = f(l) + Ị^u f f'(3) = A + B + C = 139,4817946 

\ / í. ĩì 1 -ì r \ ,4 n 1 


+ 3 


Vậy p« 139,4818. 

Ví dụ 3. Cho hai hàm số f(x) = 2. 

2 logx +1 

a) Tính f(x) khi X = 1; 2; 3 và tính tổng f(l) + f(2) + f(3). 


^log(x 2 +lj 
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b) Viết quy trình bấm phím trên máy tính và tính giá trị của 

s = f(l) + f(2) +... + f(100). 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Bộ GD 2013). 
Hướng dẫn thực hành 

a) Sử dụng chức năng (ỘẶỊẽỊđể tính các giá trị f(l); 1(2); T(3).. 

, fM J log ( x2 + 1 ) + 3 ■ _ 

Nhập vào màn hình hàm số: V / 2 ll, s x + 1 băng cách 

É) 

Ấn tiếp phím ỊcalcI , máy yêu cầu khai báo giá trị X. 



□ 

Mn.th A 

X? 


2 


Ấn (TỊ ỊHỊta được kết quả cùa l (l ) và lưu kết quả này vào biến nhớ A băng 
cách ấn tiểp phím |SHIFT| ỊrcĩỊ o 

_ 0 Math Á 

1 . 818873687 , 

Nhập lại hàm số ban đầu. Ấn ICALCl ' máy yêu cầu khai báo giá trị X 


0 

X? 

Ms.th Á 


1 


Ấn (D (=]ta được kết quả của í'(2) và lưu kết quả này vào biến nhớ B bằng 
cách ấn tiếp phím ỊshiftỊ ỊrclỊ B 

i M:<th Â 

_ 1.723342511 

Tương tự ta tính được giá trị f (3) và lưu vào biến nhớ c bằng cách (shỊÕ) (ÕệD ẼẼ) 

- Ma.th Á ■ 

Ans+C 

1■672266406 
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Để tính f(l) + f(2)+ f(3) ta ghi vào màn hình: A + B + C bằng cách: 

SOííSBili 

Ấn tiếp phím (=3 ta được kết quả: 

s Mstth Á 

A+B+c 

5.212482603 

Vậy f(l) + f(2) + f(3)« 5,2-125 
b) Để tính S = f(l)+f(2) + ..._+f(l'ọo) 


ỊỊcách: 

X= Ị ■ z - i-Ị 

m §1m ca m <s> OẼỊ) m 
ca CD <5> E) cu <B <B (3 ® ID [0] GO 

Ấn tiếp phím [=) ta được kết.quả: 



Vậy s» 123,9469 . 

Lòi giải và đáp số 

a) Ta có 

r(l) = 1,816873687 -» A 
r(2J - 1,72334251 —> B 
f'(3j = 1,672266406 > c 

Suy ra: r(l) + f( 2 ) + f ( 3 ) - A + B + C = 5,212482603. 

Vậy r(l) + f(2)n- f( 3 ) »5,2125. 

• 3 K)() 

ạ để tính tổng > 2. 

'J éí 2 ogx +1 

ta được S = f(l) + r(2) + ... + l'(l00) = 123,9469195 
Vậy s «123,9469. 


( □ 

b) Sử dụng chức năng ỊshiptỊ Ịios.nỊ yi 

Vu 



Khai báo: y^2. 


100 Mogịx 2 +lj + 3 


/ □ ^ 

lử dụng chức năng |SHirr| Ịiog.ũỊ y^ũ 

u 
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Ví dụ 4. Tính giá trị của hàm số f(x) tại X = 0,75 , biết 


f(xj = 


ỉô f(x) tại x = 0,75,biêt 

y2p + sin 3 X + cos 3 x 
log 2 ỊlanỊe _2x +1 j + Xv/x + 1Ị 
(Trích Đề thi HS( 

¥-1 n nr o 81 í li 1vr» lu n li 


(Trích Đề thi HSG MTCT, Huế 2009). 
Hướng dẫn thực hành 
Chuyển máy về chế độ rad: |SHIFT| ỊmodeỊ Í4l 
Sử dụng chức năng ICALCl để tính giá trị hàm số f(0.75) 

xtl. 5 - L!-L 1 .ì_ < V2 x +sin 3 X + COS 3 X ,1 , , 

Nhập vào màn hình hàm sô -- - — ---——r băng cách 

log 2 Ịtan(e _2x +11+ XVX + 11 

mraiỊ^mmmí^nng) ©®(ịãn)ịẶiẶi@(Z)E][i3iD 

ỊTỊ <& Ẹ] 03 GO GE) 11103 g) 11 cu (S> GB 03 

Tiếp tục ấn lCALCl QD 0 E GD (HI {tính giá trị hàm số tại X = 0,75 } 

Ta được kết quả: 

' 77“ I mrt 

j2^+ísinơơ ĩ 3 

1 032 £ tan(+ 

Ũ.É.Ũb2&4Ũ195 ỉ 

Vậy f(o,75)« 0,6063. 

Lòi giải và đáp số 
Chuyến máy về đơn vị đo rad. 

Dùng chức năng [cÃĩcl để tính giá tính giá trị hàm số 

3 / x 2 ~~ 3 3 

\ V 2 + sin‘ X + COS' X , 

í(x) =- ■ ' .7 —rtại X = 0,75 

log 2 ítan(e 2x +lj + xvx + lj 
Đáp số 1 ( 0 , 75 ) «0,6063. 

Ví dụ 5 . Cho hàm số f(x) = -====- 

Vx 2 +2x + ln(x + 1 ) 

a) Tính giá trị gần đúng của fỊfỊfỊf(f(l))jjj . 

b) Tính giá trị gần đúng của 


((ị\ ( I \ 

s = r(i) + r 4 +f 4 +f' 4 +- + f' 4- . 
w UJ { 3 ) { 4 ) ỰoJ 

/nn 1- T >.ầ xB-; ĩíon It/ĨTCT 


(Trích Đề thi HSG MTCT, cấn Thơ 2013). 
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Hướng dẫn thực hành 
a) Cách 1: Sử dụng biến đếm và phép gán 

Đưa 0 vào biến nhớ D Ịo dỊ bằng cách ŨQ ỊsSfjỊ (Ệcp |sm] {biến đếm} 

Đưa 1 vào biến nhớ A Ịl —> a} bằng cách GŨ (sh|ft) (rõ) o {giá trị 

■: A = B bằng cách 


*<) = •} 


. .. e™ 

Nhập vào màn hình: D = D + l: B = - 

VA 2 +2A + ln(A + l]j 



Ta được kết quả 


B= 


„ 0 7 Math ÀDispỊ 

Ẽ "Vh 


JT.õ ” 

'ị +2Ạ + In ÍA+Ị 

1 / 088915^72 


> 


M 


Vậy fỊfỊf(f(r(l))ỊjỊ« 1,0889. 

Cách 2: Có thể nhập trực tiếp biểu thức: —=====. _ 

Vx 2 + 2 X+ln(X + l) 

năng của các phím IcalcI và phím (Ãns) {máy tự động lưu kết quả sau cùng vào biến 


và dùng chức 


năng của các phím ỊcalcỊ vả phím (ÃỊỊỊ) {máy tự 
nhớ (ÃnsỊ} để tính. 

b) Tính giá trị gần đúng của s = ĩ'(l) + f 

ro n kìôn n u A’ ÍA í í\ V IA) UX.4/V /%1 


ro 

+ f' 

í 1 ! 

+ r 

ro 

+-+f' 

í 1 ì 




UJ 


UJ 


Uj 


lio) 


Đưa 0 vào biến nhớ D Ịo d| bằng cách [0] (sSĩỊ @ @ {biến đếm 

Đưa 0 vào biến nhớ B Ịo -» b| bằng cách [õ) ỊặỹẽỊ §0) ỊỘ3 {biến tổng} 
Nhập vào màn hình biểu thức 

M 


D — D +1: A — 


dX 


c 

Vx 2 +2X + ln(X + l) 


:B = B + A 


x = : 
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Bằng cách: 

MfsmịỊIPlí^|ÃỈMlísÌnìf+irĩ1IIPỈiÃlỊSÌẼHẶ]OỊMẼ§BỊs^BElỉIẼÌ 

@ §Ẽ) © H ra ® @ H Q] © ® H s 

mm[n<s><&m[ỉ}<s>m®<&<&mĩmmẸwmw& 

(BU)© 

Ân ỊCALClvà lặp lại liên tiếp phím bằng cho đến khi D. = 10 

~Ẽf Mscth’ ÀDisp 

D=D+1 

10 

ta được kết quả gần đúng của s là 

0 iãtiT À 

B=B+fì 

- 57.7875854 

Vậy s«-57,7876. 

Lòi giải và đáp số 

a) Thực hiện phép gán: 

0 -» D {biến đếm} 

1 —> A 

A . 

Nhập vào màn hình: D = D +1: B = , .— ---—-: A - B 

VA 2 +2A + ln(A + l) 

Ẩn phím ỊcÃĩcl và lặp lại liên tiếp phím GDcho đến khi D = 5 
Ta được kết quả fỊfỊfỊf (f (l))))) ~ 1^0889. 

b) Thực hiện phép gán: 

0 -» D {biến đếm} 

0 —^ B {biến tổng} 

:B = B + A 

Ẩn ỊCALCịvà lặp lại liên tiếp phím bằng cho đến khi D = 10 
Ta được kết quả gần đúng của s là s « -57,7876 


D = D + 1:A = - 


dX 


Vx 2 + 2X + ln(X + l) 
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Ví dụ 6 . Tìm tọa độ giao điểm của đồ thị hàm số 


2 _ _ , 8 x 2 +9x-ll 

y = x +7x-5và y=- ——7 - 

x + 1 


(Đề thi HSGMT Toàn quốc năm 2009, Lóp 12 THPT) 
Lòi giải và đáp số 

Tọa độ giao điểm của đồ thị hai hàm số là nghiệm của hệ phương trình: 


y = x +7x-5 


y=- 


8x 2 +9X-11 =>x +7 x-5 = 


X +1 


8 x z + 9x -11 

X +1 


Ghi vào màn hình: X 2 + 7X - 5 • 


8 X 2 +9X-11 


x + l 


Ẩn dõ)® nhập ŨDấn (=) Kết quả: 



Ghi vào màn hình: X 2 + 7X - 5 
Ấn (ỊỊỊỊỊẸỊỊ] nhập Q [ 3 ] ấn GD Kết quả: -17 
Ẩn (ÕỊỹị) nhập Q] ấn (=0 Kết quả: 3 
Ẩn (ệÃỊDnhập GO ấn (=) Kết quả: 13 
Vậy tọa độ các giao điểm là: (-3;-17),(l;3),(2;13). 
Ví dụ 7. Trong các số: 


75+77 

v/ll 


;tan 




+ tan 


V 8 7 


. 72+73 2006 2007 2008.2009 

; 7ĨT ; 669’1338’ 2007 ; 2676 


Hãy chỉ ra những số làm cho biểu thức: F = 3.25 x+l 
trị không dương. 


-125.15 x +5.9 X+1 nhận giá 
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Hướng- dẫn thực hành 

Nhập vào màn hình: 3x25 x+1 -125x 15 x +5x9 x+1 

Ấn @ nhập ( Ặỉ) + Ậ3)) + J[Ĩ3) ấn . Kết quả634,9054922 > 0. 


ã Mn.th Á 

3x25* +1 -125x15^ 
634.9854922 


Ẩn IcalcỊ nhập tan 


'n' 

v7y 


+ tan 


í n \ 

Jy 


ấn (D . Kết quả248,8128406 > 0 


0 Miãh Á 

3x'25" +1 -125xl5 : > 
248.8128406 


Án sa nhập ấn . Kết quà 391,5237189 


a/ĩĩ 


0 Ms.th Á 

3x25 K+1 -125x15^ 
319.5237189 


Án sa nhập - 2 "-ản (D. Kết 0,02956735283 
669 


3x25* +1 -125x1*54 
n.029567352831 


Ẩn ịCALCl nhập 2^7- ấn (=] . Kết quả 3328,156226 
1338 


Ấn ICALCị nhập 


-2008 

2007 


3x25 x+1 -125x154 
3328.156226 

ấn 0=) . Kết quả -0,3323752528 

■ i Mn.th A 

3x25* + 1 -125x15^ 
-n.3323752528 
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* 2009 , _ 

Ấn nhập ấn (=0 . Kết quả 120,0771745 
2676 


3x25 x+1 -125xĨ5 x V 
120.0771745 


. . . 2008 . . .. . ... 

Vậy chỉ cỏ - _ là thỏa giá trị đê bài. 

2007 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Cho hai hàm số 


tan 


f(x) = 


^2* 2 + x 4 - sin 2 (3x +2012)+ 2012 


log 2 Ị 5 X 6 + yfr +cõsx j 

Tính f(Xj ) với Xj là nghiệm của phương trình 4ĩy? - 2x 2 - x/3x + 1 = 0. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Quảng trị 2012 ) 
Hướng dẫn thực hành 

Trước hết ta sử dụng chương trình giải phương trình bậc 3: iMODEl (T) (53 để tìm 
các nghiệm Xj của phương trình 'Jĩx ì - 2x 2 -a/3x + 1 = 0 

Nghiệm thứ nhất: Xj «1,867308426 . Đưa X, -> A 
Nghiệm thứ nhất: x 2 » 0,4291969957 . Đưa x 2 -> B 
Nghiệm thứ nhất: x 3 = -0,8822918591. Đưa x 3 -> c 
Đưa máy về chế độ tính toán thông thường: ImodeỊ m 
Để tìm các giá trị của f (xj) ta sử dụng chức năng ICALCl 
Trước hết ta cần chuyển máy về chế độ rad: |shiftỊ ỊmodeỊ f4~| 


tan 


Nhập vào màn hình hàm số: f(x) = - 


ị 


2 X +x 4 


-sin 2 (3x +2012)+ 2012 


l _ 

log 2 Ị5 x 6 + ^7 + cosx j 


và ICALCl các giá trị A,B,C ta sẽ được kết quả 

Đáp số: f(x„)» 33,4756; f(x 2 ) = 14958,5563; f(x 3 )» 592,0105. 

BT 2. Cho hàm số í'(x) = .— - J=. 

61og 3 X + V 3 

Tính tổng S = f(VĨ) + f(V2) + ... + f(Vl00) 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Huế 2008). 


33 




CĐBD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Plus_ Trần Đình Cư 


Hướng dẫn thưc hành 
Cách 1: Sử dụng biến đếm và lặp 

0 —^ D {biến điếm}; 0 -» B {biến tổng} 

Ghi vào màn hình: D = D + 1:B = B + — J =Ịeet - —— 

6Vn/d +V3 

Ẩn ICALCl và lặp lại liên tiếp phím [=3cho đến khi D = 10 thì dừng, ta được kết 
quả s« 2931,7895 


Cách 2: Sử dụng phím tổng 


100 

Nhập vào màn hình: ^ — J~— -— ta được kết quả s w 2931,7895 . 

X=i6v/Vx+V3 

BT 3. Cho hai hàm số f(x) = 4 X (4 X + 2Ị 1 . 


Hãy tính tổng : s = f 


2010 


+ f 


2010 


+ f 


2010 


+ ... + 1 ' 


f 2009 ^ 
2010 


(Trích Đề thi HSG MTCT, Bộ GD 2010). 
Hướng dẫn thực hành 
Sử dụng công thức: f(x) + f(l-x) = l 


( 

s = f 

.V 


3 


2010 


í 


( 


2010 


+ f 
+ f 


3 V 


2010 


+ f 


2009 

2010 


2010 


+ ... + f 


^ 2009 a 


+ ...+ 


1004 


v 2010y 

V ( t r\r\tL V 


v 2010 y 


+ f 


1006 

2010 


+ f 


( 1005 ^ 

v 2010, 


Do đó: s = 1004.1 + 0,5 = 1004,5. 

BT 4. Tính giá trị gần đúng của hàm số sau tại X = yJĨÕ 

v/ã 


f M= 


/x +2x + 5 -2sinx 


ln 


^x 2 +\fx +4j 


+ cos3x 


(Trích Đề thi HSG MTCT, Phú Yên 2010). 
Hướng dẫn thực hành 
Chuyển sang chế độ rad: ỊsHirrỊ ImooeỊ [~4~| 

, v/x 3 + 2X + 5-2sin(x) 

Nhập biêu thức: —— -—-r--—- 

lníx 2 +VX + 4) + cos(3X) 

Sử dụng chức năng lCALCl goi giá trị của f (x) tại X = \/ĨÕ . 
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Ta được kết quả f (x)» 0,1702 

ã~ Ma.th À 

1 n í 'tiị + ^+4) + _c o 

I ũ.17017599021 

BT 5. Cho hàm số f(x) = — * ~^ x ——;g(x) = Hãy tính giá trị cùa hàm 

X 2 +1 1 + cos 4 X 

hợp vài'(g(x)Ị tại X = ^261220086 

(Trích đề thi HSGMTCT Vũng Tàu 26/12/2008) 
Hướng dẫn thực hành 

Đưa \/261220086 —> Xbằng cách: 

[6] Ịs^ @ [2] [6] [TỊ [2] (TỊ [0] [13 [8] [6] (ỊhỊfĩỊ |ÕỊ [7] 

* Tính: g(f(x)) 

Ghi vào màn hình: — — Ấn ICALCl ỊALPHAl m [=1 

x 2 +l 

I MĨth Ã 

^2 + 1 ” 

1 2-10753661I 

2sin(Ans) t _ 

Ghi vào màn hình: ——— - - An (=) ta được kêt quả: 

l + (cos(Ans)j 

I MĨS A 

2sin(si 
1+(cos(Ans)) 4 

1■608777Ũ05 

Vậy g(f(x)) = 1,608777005 

* Tương tự ta tính f(g(x)j = -0,604252173. 

BT 6. Tính giá trị của biểu thức sau với X = ^26122008 

_ X 2010 + X 2008 + X 2006 +.....+ X 2 +1 
X 2008 +X 2004 +X 2() ( X» + _ + x 4 +1 

(Trích đề thi HSGMTCT Vũng Tàu 26/12/2008) 
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Hưóỉig dẫn thực hành 

Ta thấy: Tử sổ là tổng của 2010-^-2+1 = 1006 số hạng đầu tiên của cấp số nhân 
với số hạng đầu là 1, công bội là X 2 


1-x 21006 1-x 2012 


=> Tử số bằng 

l-x z l-x z 

Mau số là tổng của 2008-^-4+1=503 số hạng đầu tiên 'của cấp số nhân với số 
hạng đầu là 1 , công bội là X 4 


=> Mầu số bằng 


l-x 4 - 503 1 -x 2012 


A = 


i-x" 


1-x" 

1-x 4 


1-X H 


l-x" 


1-x 2 1-x 2012 1-x 2 


Sử dụng máy tính tính A tại giá trị X = \l 26122008 
Kết quả: A = 297,712279. 

JZ 

BT 7. Cho hàm số f(x) = -^-. Tính tổng s = f (l) + f ( 3 ) + f ( 5 ) +... + f ( 99 ) 

(Trích đề thi chọn đội tuyển HSGMTCT TP. Hồ Chí Minh 2008-2009 THPT) 

Hướng dẫn thực hành 

Cách 1: 

Nhớ -1 vào A: 0 (TỊ (Sữ) @ o 
Nhớ 0 vào B (biến tính s): QTỊ |SHiFĩ| ỊrcQ 0 


Nhập vào máy: A = A + 1:B = B + 


A + l 


Ẩn f=l...l=n cho đến khi A=99, ấn GU ta được B=8,566586317 
Vậy s=8,566586317. 

Cách 2:Ta có: f(2x-l).. 

I V2x - 1 


cn z: laco: t(zx-iy. 

50 50 

s=Ịf(2x-i)=g: 

X = 1 X = 1 


2x 


50 

Nhập vào máy biểu thức (ở chế độ LinelO): ^ 

x = l 

Ấn (U ta được s=8,566586317. 


+X-1 


2X 
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ỉ)ạng 3: BÀI TOÁN cực TRỊ HÀM SỐ 

Phương pháp 

1. Kiến thức MTCT 

■ Biết cách sử dụng chức năng giải phương trình bậc hai, bậc ba 

■ Biết cách lưu nghiệm trực tiếp trong môi trường EQN 

a Biết cách sử dụng chức năng ICALCl tính giá trị của hàm số tại một điểm 
s Biết cách lưu một giá trị ịSHirrl @0) và gọi lại giá trị ỊALPHAl 

■ Đối với hàm lượng giác, biết cách chuyển đổi qua giá đơn vị do góc là độ 

|shift| ImoũeỊ nn và đon vị rad |SHirr| [MODEl Í4~l . 

2. Kiến thức toán liên quan 

Đê tìm các cực trị hàm số ta thường sử dụng một trong hai quy tắc sau 
QUY TẮC 1 

■ Tìm f'(x). 

“ Tìm các điểm X| (i = 1,2,...) mà tại đó đạo hàm bằng 0 hoặc hàm số liên tục 
nhưng không có đạo hàm. 

■ Xét dấu f(x).Nếu f'(x) đổi dấu khi X đi qua Xj thì hàm số đạt cực trị tại X ] 

QUY TẤC 2 
0 Tính f'(x). 

B Tim các nghiệm Xj (i = 1,2,...) cùa phương trình f'(x) = 0 
B Tính f"(x)và f"(Xj) 

- Nếu f"(Xj) < 0 thì hàm số đạt cực đại tại Xj. 

- Nếu f "(Xj) > 0 thì hàm số đạt cực tiểu tại Xj. 

Chú ý 

■ Hàm số f chỉ có thể đạt cực trị tại nhũng điểm mà tại đó đạo hàm bằng 0 
hoặc không có đạo hàm. 

■ Đạo hàm f'có thể bằng 0 tại điếm x () nhưng hàm f không đạt cực trị tại 
điểm x 0 . 

I. CÁC Ví DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Tính khoảng cách giữa hai điểm cực trị của hàm số y = ..=- —. 

v/x 2 +2013-1 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Quảng trị 2013). 
Hưóng dẫn thực hành 
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y' = 


2013-Vx 2 +2013 


Vx 2 +2013^x 2 +2013 +1 j 


y’ = 0ox = ±V4050156. Đặt X, =->/4050156, x 2 =>/4050156 
Lưu Xị vào biến nhớ A Ịxị -» a| bằng cách: 

Ql^lIlũDIIlũOIIlũDtllllDIẼQO 


Math A 


-14050156+A 

-2012.499938 


Lưu x 2 vào biến nhớ B Ịx ? -> b| bằng cách: 


Math Ả 


14050156-»B 


2012.499938 


Sử dụng chức năng ịCALCl để tính giá trị của hàm số tại X|,x 2 . 


Nhập vào màn hình . .— =— bằng cách: 

Vx 2 +2013-1 

m (HI m ® @ m m m G0 m (S m m <& EJ m 

Ấn |ẶĨ3H(t3í=]{ tính giá trị l'(x,)}, lưu giá trị này vào biến nhớ c bàng 
cách [shĩtỊ ỊrcJ Ịiĩỹpl 

I - I MĨtỉTÃ 

Ans+C 

- 1.000248475 

Ấn (5) để trở lại hàm số ban đầu, ấn Ị calcỊ ỊALPHAl Ụĩĩỉị [=1 vả lưu giá trị này vào 
biến nhớ D bằng cách ỊshiptỊ ỊrCLỊ [sm\ 

I Mn.th À 

Ans*D 

1■000248478 _ 

Để tính khoảng cách hai cực trị..d =yị(B- aỴ h-(D-C)~ ..ta nhập vào màn 

ívsl m ÍÃLPÌĨÃÌ ĨÃLPHÃÌ |c=)l n~l í^l [+1 m ÍmMỊ [iỉm ÍÃLPHÃ1 (hỹp) QII c^g] (=3 


38 







cty TNHH MTV DVVH Khang Việt 


Ta được kết quả: 


0 Maith Á 


■Í(B-A) £ + (D-C) £ 
4Ũ25.ŨŨŨ373 


Vậy d* 4025,0004. 


Ta có : y': 


2013 


Lòi giải và đáp số 

■ Vx 2 +2013 


Vx 2 + 2013.|Vx 2 +2013 -lj 


y' = 0 o Vx 2 +2013 = 2013 o 


X, =- 74050156 -> A 
\ 2 = V4050156 -» B 


Sử dụng chức năng ICALCl tính các giá trị. 

f(x,) = -1,000248478 -> C; f (x 2 ) = 1,000248478 D 

Bảng biến thiên: 



Khoảng cách hai cực trịd = yj(B- à) 2 +(D-C) 2 »4025,0004. 

Ví dụ 2. Cho hàm số y = X 3 +ax 2 +bx+ CCÓ đồ thị (c) đi qua ba điểm 
a(2;-7),b(1;-5),C(-1;-13). 

a) Tính các giá trị a, b, c. 

b) Tính khoảng cách giũa các điểm cực đại, cực tiểu của hàm số chính xác đến 9 
chữ số thập phân. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Bộ Giáo dục 2012). 
Hưóng dẫn thực hành 

a) Ta có 

A(2;-7)e(c) nên: 4a + 2b + c = -15 
B(l;-5)e(c) nên: a + b + c = -6 
c(-l;-13)e( c) nên: a-b + c = -12 
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Giải hệ phương trình: 


4a + 2b + c = “T5 
ị a + b + c = -6 bằng cách: 

a-b + c = -12 


Chọn chế độ giải hệ phương trinh bậc nhất ba ẩn: ỊlVỈODEl un m 
Nhập các hệ số: 

0i@i0i0a[5] [=] CD (MI QD [=] CD (=] B C1D (=] QD (=] 
SmtHIIDdlBEltSẼ] 

Ta được nghiệm của hệ: 

Nghiệm X tương ứng với a, 



Ta được: a = -4, b = 3, c = -5. Vậy ta được hàm số sau: y = X 3 -4x 2 4- 3x - 5. 

b) Ta có: y' = 3x 2 -8x + 3. 

Để giải y 1 = 0 ta ấn phím như sau: 

Chọn chế độ giải phương trình bậc hai: 

ImÕDẼỊ ho GD 

Nhập các hệ số: iMODE] í~5l [30 f~3~1 f^1 f—1 rõl f=l rãl f=l f=1 
Ta được các nghiệm của phương trình là 


□ MĂthT 

a MathTA 

Xi = 

II 

4+77 

4-77 

3 

3 


Lưu nghiệm thứ nhất vào biến nhớ A bằng cách |shift) Ircl) o 
Lưu nghiệm thứ hai vào ô nhớ B bằng cách |shift| [rcĨỊ 


Sử dụng chức năng ỊcalcỊ để tính các giá trị f (X|) và f (x 9 ) như sau: 
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Nhập vào màn hình: x 3 -4x 2 +3x-5 bằng cách: 

m m © (3 <& 0 ® m m m S3 h m m B (3 

Ấn ỊCALCl ỊAlPHAl (ÕÕỊ [=1 {tính giá trị f (xj) } và lưu kết quả này vào biến nhớ c 
bằng cách |shift| ỊrcEỊ ỊhỹpỊ 

- - M3th A 

Ans+C 

-7.112611791 

Ẩn ® quay lại hàm sổ ban đầu, ta nhập [cÃĩcị ỊalphaỊ Q (=3 {tính giá trị f (x. 2 )} 

và lưu giá trị này vào biển nhớ D bằng cách: 

_ — À 

-4.368869691 _ 

Để tính khoảng cách giữa hai điểm cực trị tức d = ^(B-A) 2 + (D-C) _ ta ấn: 


®mSS0Sem(l)E)fflB(l!n)E](ẶiẶ)HIT](£)(I) 

Ta được kết quả: 


B Math A 

J(B-A) 2 +(D-D 2 
3^261783534 


Vậy d «3,261783534. 

Lòi giái và đáp số 

A(2;-7) e (c) nên: 4a + 2b + c = -15 
B(l;-5)e(c) nên: a + b + c = -6 
c(-l;-13)e(c) nên: a-b + c = -12 


a) Ta có 


Giải hệ phương trình: 


4a + 2b + c = -15 
a + b + c = -6 o-i 

a-b + c = —12 


a = -4 
b = 3 
c = -5 


b) Với các giá trị a, b, c vừa tìm được thì y = X 3 - 4x 2 + 3x - 5. 


Ta có y' = 3x 2 


-8x + 3, y' = 0o 


4 + V7 

X| ~~ 3 
„ _4-V7 

_* 2 3 


•> A 
-» B 
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Sử dụng chức năng ỊcalcỊ để tính các giá trị í'(x,), r(x 2 Ị. 

fíx, ) = -7,112611781 ->c, 
f(x 2 ) = -4,36886991 -> D. 

Ị ọ 2 

Khoảng cách giữa hai điểm cực trị tức d = J(B - Aj + (D - Cj « 3,2618. 


^ 1 30^ 


f 4.971 


_ 101 ì 


; B 


;C 

-5;— 

U ; TT; 


l 5'23 y 


22 

V / 


Ví dụ 3. Cho hàm số y = f(x) = ax + * 3X + L có đồ thị (c) 

x 2 +x + 2 

a) Tìm a,b,c biết hàm số đi qua A 

b) Tìm khoảng cách giữa điểm cực đại, cực tiểu hàm số. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Đồng tháp 2010). 
Hướng dẫn thực hành 
a) Thay A,B,C vào đồ thị (C) có có hệ sau: 

'l 1 , , 15 

—a + —b + c = ~r’ 

4 2. 2 

16 4 194 

a- — b + c = —— 

25 5 , 25 

25a-5b + c = 101 

Vào chức năng giải hệ phương trình bậc nhất 3 ẩn: ỊmodeỊ [ 5 ] ỊỊTỊ 
Nhập các hệ số: 

m m a (D m m cu m CD (=] m 00 m m e m © m ỊỊŨ 00 'm 
Đ ® ® CU (D ŨD (D m (3 (U d) H) © (U cu cu (D E) H) (D m (U 
m ia m (D (U 


Ta được 


a = 4 
b = 1 
c = 6 


b) Với a = 4, b = 1, c = 6 ta có hàm số 
4x 2 + X + 6 

y = , -.— 

X + X + 2 

y . = 3xị+4x^4 yl = 0o3x2+4x _ 4 = 0 

Vào chương trình giải phương trình bậc hai: ỊmodeỊ GD GD 
Nhập các hệ số: 
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Ta được các nghiệm Xị =~,x 2 = -2 và lưu Xj -> A, x 2 -> B 



Sử dụng chức năng [CALCl để tính các giá trị f (xj), f (x 9 ) 

, 4x 2 -f X + 6 ' 

Nhập vào màn hình hàm sô: y =—-——- băng cách 

X +■ X + 2 

g) [4] ỊẬĨPÌ) HD (i!) (+3 H CD (±1 d] ® @ en Ẽ3 [B H □] (B d] 

Ẩn ICALCl ỊAIPHAỈ FÕỊ [=1 {tính giá trị ì'(a) } và lưu vào biến nhớ c 



Ẩn (5) quay về hàm số ban đầu, ấn ỊCALCl lALPHAl 0 (=3 {tính giá trị 1 (b) } và lưu 
vào biến nhớ D bằng cách Ịsnirrl IrcĨỊ ísỉrTỊ 



Khoảng cách giữa hai điểm cực trị là: d = JịB - A)~ + (D-C) 2 bằng cách 

®0@EpS®O(D(ĩ!IE)[I]®©SH®II]®(Diã 

Ta được kết quà 


JẽF^ẽõ=ẽp i 

3.512207412 


Vậy d - 3,5122 

Lòi giải và đáp số 

a) Thay A,B,C vào đồ thị (C) có có hệ sau: 


1 1 , 15 

— a + — U + C — —— 

4 2 2 

16 _ 4 194 

--a- — b + c = —— <=>4 
25 5 . 25 

25a - 5 b + c = 101 


a = 4 
b = 1. 
c = 6 
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b) Với a = 4, b = 1, c = 6 ta có hàm số y = 


4x 2 + x + 6 
X 2 + X + 2 


y' = ^ị±^L^ ;y ' = :0<=>3x 2 +4x-4 = 0o x i - 3 A 


X +X + 2 


X-, — —2 —> B 


Sử dụng chức năng IcalcỊ tính các giá trị f (X|) = — -» C; r(x 2 ) = 5 —> D 

Khoảng cách giữa hai điểm cực trị là: d = <JịB - aỴ + (D -c) « 3,5122. 

Ví dụ 4. Cho hai đồ thị: 

(c 3 ): y = f(x) = X 3 -3x 2 +2x + 2 và (c 4 ):y =g(x) = x 4 -X 3 -3x 2 + 2x +1. 
Tìm khoảng cách ngắn nhất từ các điểm cực trị của (C 3 ) đến các điểm cực trị của 

(CẠ 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Huế 2012). 
Hướng dẫn thực hành 

I b r Ị I 


ị 

kx) = X 4 - X 3 - 3’X 2 +2-X+1 


g(x) = X 3 - 3 -x 2 + 2 -x + 2 ! 


Ị ịf\ 

-4^/ịẠ 

//ỉ v 


■Ị. V- .h 

5 


Ta có: y = g(x) = X 4 -X 3 -3x 2 + 2x + 1 => g'(x) = 4x 3 -3x 2 -6x + 2 
Vào chương trình giải phương trình bậc 
ba: ỄD CH GO ^ _ E 

Nhập các hệ số: 

HÈ ỮD GI] (3 (U E) (3 -\ m 0759724ÍÌ9 

(H B Hl (D H) (U (=) 1M ^ 

Ta được nghiệm thứ nhất f\'Z~ 

X, =-1,075972409 , 

1.52031 

và lưu nghiêm này vào 0 nhớ A băng cách —-—-1- 


B MathT 


ra MathYA 


1.520314681 


ra Math A 


Nghiệm thứ hai của phương trình là 
x 2 =1,520314681 


0,3056577277 
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và lưu nghiệm này vào ô nhớ B bằng cách: |SHIFT| gõ) 0 
Nghiệm thứ ba của phương trình là x 3 =0,3056577277 và lưu nghiệm này vào 
ô nhớ B bằng cách [shìftì ỊrclI ỊHỹpỊ 

Dùng chức năng [calcỊ ta tính được các điểm cực trị của đồ thị (c 4 ) của hàm số 
như sau: 

Nhập vào màn hình hàm số: X 4 -X 3 -3x 2 +2x + l bằng cách: 

S m @ [4] o E) 11 cu Ẽ3 ca (g> E) [3] s CD m S) CD li o 
E) m 

Ản lẽÃLCllÃLrôl FÕ1 í=ì {tính giá trị g(x,)} 

ỈT~ ~ ã Ẳ 

X 4 -X 3 -3X 2 +2X+i 
_ -2.039115733 

Ắn ỊCALCl lALPHAl 0 du {tính giá trị g(x, ) } 

M “ 31 FEF Ã 

X 4 -X 3 -3X 2 +2X+1 
_ " 1BŨ65Ũ60464 

[CALCl ỊALPHAl ỊhỹpỊ 1=1 {tính giá tri g(x 3 )} 

~ 1 Msth Ă 

X 4 -X 3 -3X 2 +2X+Ĩ 
1.311207473 

A (-1,0759724092,039115763) 

B(l,520314681;-1,065060464) 
c (0,3056577727; 1,3 11 207478) 

Hàm số y = f(x) = X 3 - 3x 2 + 2x + 2 => f'(x) = 3x 2 - 6x + 2 
Vào chương trình giải phương trình bậc hai: Ịm| (TỊ (TỊ 

Nhập các hệ sổ: (3) (=1 Q [6] m ni (U m 

Ta được nghiệm Xị và lưu nghiệm này vào ô nhớ E bằng cách: ỊshiptỊ gõ) ỊẽõặỊ 
~~ỊÃ “ I Mãth¥ 

Xi= 

3+-Ỉ3 

__3_ 
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Nghiệm x 2 và lưu nghiệm này vào ô nhớ F bằng cách: Ịshift) ỊrỘO 010] 


M 

B 

MathTA 

Ẩ2= 


3-Ĩ3 



3 


Dùng chức năng [ỘÃĨcỊta tính được các điểm cực trị của đồ thị (c 4 ) của hàm số 
như sau: 

Nhập vào màn hình hàm số: X 3 — 3x 2 + 2x + 2 băng cách: 

@ m Él d] ® B ÍU H E)® SI [E@ 11100® 

Ẩn H dH @ (MI {tính giá trị của f(x,)} 



„Í3+V3 18 - 2 V 3 Ì Js-S. 18+2-ViP 

D ———;-—— , ti —-—;—— • 

3 9 . y 2 

Tính khoảng cách từ các điểm cục trị của (C 3 ) đến các điểm cực trị của (C 4 ), ta 

dj = DA « 4,515906638; d 2 = DB « 2,680767093; d 3 = DC * 1,307498557 
d 4 = EA« 4,670951228; d 5 =EB« 3,620372465; d 5 =EC« 1,080047752; 

Vậy d min «1,0800. 

Lòi giải và đáp số 

Xét Ta có: y = g(x) = X 4 - X 3 - 3x 2 + 2x +1 

Xị =-1,075972409->A 

g'(x) = 4x 3 —3x 2 — 6 x + 2 = 0 <=> x 2 = 1,520314681 —> B 
v ’ [x 3 = 0,3056577727 -> c 

Sử dụng chức năng ÍCÃĨCÌta tìm được giác giá trị g(x, );g(x 2 );g(x 3 ) 

Các cực trị của hàm g(x) là: 
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A(-l,075972409;-2,039115763) ; B(l,520314681 ;-l,065060464) 
c(0,3056577727;l,311207478) 

Xét y = f(x) = X 3 - 3x 2 + 2x + 2 

X = Ĩ±Á )C 

f'(x) = 3x 2 -6x + 2,f'(x) = 0<=> 1 3 

3-v3 _ 

X, -- > F 

L 2 3 

Sử dụng chức năng ÍCALCl ta tìm được các giá trị f (xj), í) 

... , ,/ \ ... J3 + S. 18 - 2 y/ĩ) J 3 -V 3 Ì 8 + 2 V 3 

Các cực trị của hàm í(x) là: D ——— ; ———— , E — — —; - 

v ' 3 9 3 9 

Tính khoảng cách từ các điểm cực trị của (C 3 ) đến các điểm cực trị của (CẠ ta 
có: 

dị = DA »4,515906638; d 2 = DB » 2,680767093; d 3 = DC» 1,307498557 
d 4 = EA » 4,670951228; d 5 = EB » 3,620372465; d 5 = EC » 1,080047752; 

Vậy dmin* 1 ’ 0800 - 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

, x 2 Ị 

BT 1. Cho hàm số y = - 3x - — có đồ thị (C). 

'2 X 

a) Tìm tọa độ gần đúng của 3 điểm cực trị A, B, c của (C). 

b) Tính giá trị gần đúng diện tích tam giác ABC. 

c) Tính gần đúng các giá trị tọa độ tâm và bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác 
ABC. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, cần Tho’ 2012). 
Hướng dẫn thực hành 

. ~ , . X 3 -3x 2 +1 , - . 3 „2 , „ 

a) Ta có y =- — -,y'= 0 o X' -3x 2 +1 = 0 

X 

"x A » 2,87939 [y A » -4,84002 

o Xg «0,65270 => y B » -3,27719 
x° »-0,53209 [ý“ »3,61721 

b) Lưu các giá trị tọa độ vào phím nhớ. 

Sử dụng công thức S AABC = 2 |(x B -x A )(y c -y A )-(x c -x A )(y B -y A )| 

S» 6,75000 
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c) Xét phương trình đường tròn đi qua 3 điểm A, B, c có dạng: 

X 2 + y 2 - 2ax -2by + c = 0 

c) Lần lượt thay tọa độ các điểm A, B, c vào phương trình trên. Giải hệ ta được: 

fa »5,37500 _ , . / 7 — - , 

ib »1,08333 =>Tâm l(a;b), R = va 2 + b -c » 6.42761 

|c« -11,25000 

BT 2. Cho hai đồ thị (c 3 ):y = x 3 -6x 2 +9x-l; (c 4 ):y = x 4 -2x 2 +4. Tính 

khoảng cách ngắn nhất từ cực trị (c 3 ) đên cực trị (Cị j. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Bộ Giáo dục 2011). 
Hướng dẫn thực hành 

Úng dụng đạo hàm, đồ thị (c 3 ) có hai cực trị Đị(l;3) và T 2 (3;—l) 

Đồ thị (c 4 ) có 3 điểm cực trị Đ 3 (0;4) và T 4 (—1;3) ,T 5 (l;3). 


Nhận xét Đ, =T 5 nên d min =0 . 

BT 3. Cho hàm số y = X 4 - 4x 2 +1. Tính chu vi tam giác tạo thành từ ba diêm cực 
trị của đồ thị hàm số. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Tuyên Quang 2012). 
Hướng dẫn thực hành 

y’ = 4x 3 - 8x, y’= 0 khi x = 0 và X = ±'ỊĨ. 

Ba điểm cực trị của đồ thị hàm số: A(0;1), B(-\/2;-3), C(+-v/2;-3) 


C AABC = AB + BC + CA = 2^18+2^2» 11,3137. 

BT 4. Tính gần đúng giá trị cực đại và giá trị cực tiểu của hàm số 


f(x) 


2x 


2 -7x + l 


X 2 +4x + 5 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Vĩnh Phúc 2011). 
Hưóng dẫn thực hành 


15x 2 + 18x -39 
1 (x) = _ : , ' ;r 

(x 2 +4x+5) 2 

Giải PT f'(x) = 0 tìm ra X CS ,X CT . 
f cs »25,4035; f CT »-0,4035 

BT 5. Cho đồ thị hàm số y = ax 3 +bx 2 +cx + đ đi qua các điểm a(-4;3), 

b(7,5), c(-5,6), d(- 3,-8). Tìm các giá trị a,b,c,d và tính gần đúng khoảng 

cách giữa các điểm cực đại và điểm cực tiểu của đô thị hàm sô. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Phú Yên 2009). 
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Hưóng dẫn thực hành 

Thay tọa độ các điểm vào phương trình hàm, giải hệ phương trình ta tìm được 
các hệ số a, b, c, d. 

Tính ycho y' = 0 để tỉm tọa độ cực đại A, cực tiểu B. 


Tính khoảng cách AB. 


Đáp số: a = 


563 
1320 ; 


123 25019 1395 

7 —; c = — 7 — 7 - ; d 

110 1320 22 


AB «105,1791. 


BT 6. Biết rằng hàm số y = X 4 - 2(m - 2008)x 2 + (2008 - m) 4 + 2m - 4016 có cực 
đại, cực tiểu, đồng thời các điểm cực trị của đồ thị hàm số tạo thành một tam giác 
đều. Tính gần đúng giá trị của m. 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Vĩnh Phúc 2010). 
Hướng dẫn thực hành 
Đặt n = m - 2008 ta có các điểm cực trị là: 

A(0; n 4 + 2n); 

B(- Vã; n 4 - n 2 + 2n); 

C( Vrĩ; n 4 - n 2 + 2n); 

Từ giả thiết tính được n = yfs 


m » 2009,4422 


, 3 X Z + z|. x -f- 6 ' ọ 

BT 7. Cho hàm số y =- ——— -. Gọi A, B lần lượt là điếm cực đại, điêni cực 

2 x -1 

tiểu của đồ thị hàm số. 


a) Tim giá trị đúng của toạ độ A và B. 

b) Tính gần đúng khoảng cách giữa hai điểm A và B. 


Hướng dẫn thực hành 

Khảo sát hàm số để tìm A, B 

^3-7105 7-VĨÕT 


B 


6 2 
3 + VĨÕ5 7 + VĨÕ5 
6 ’ 2 


AB = > /( XB - XA ) 2 +(y B -y A ) 2 «10,80123. 
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Í)ạng4. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT, GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦÃ HÀN SỐ 

Phưong pháp 

1. Kiến thức MTCT 

a Biết cách giải phương trình bậc hai, bậc ba 
0 Sử dụng chức năng ỊcalcỊ để tính giá trị của hàm số 
0 Biết cách lưu và gọi các giá trị 
■ Biết cách sử dụng bảng TABLE để tìm GTLN, GTNN 

2. Kiến thức toán 

Đe tỉm GTLN và GTNN của hàm số, một trong những công cụ mạnh nhất đó là 
đạo hàm 

Cách 1: Thường dùng khi tìm GTLN, GTNN của hàm số trên một khoảng. 

• Tính P(x). 

• Xét dấu f (x) và lập bảng biến thiên. 

® Dựa vào bảng biến thiên để kết luận. 

Cách 2: Thường dùng khi tỉm GTLN, GTNN của hàm số liên tục trên một đoạn 
[a;b]. 

• Tính f (x). 

• Giải phương trình f (x) = 0 tìm được các nghiệm X|, x 2 , x„ trên [a; b] 

(nếu có). 

• Tính f(a), f(b), f(Xị), f(x 2 ), ..., f(x„). 

® So sánh các giá trị vừa tính và kết luận, 
m = minf(x) = min{f(a),f(b),f(x 1 ),f(x 2 ),...,f(x n )} 

M = max f(x) = max |í'(a), f (b), f(x j ),f(x 2 f(x n )} 

Ngoài công cụ đạo hàm, ta còn có thể sử dụng các công cụ hay phương pháp 
khác như: Bất đẳng thức, dựa vào miền giá trị,.... sẽ được nhắc đến trong phần 
phân tích và bình luận. 

I. CÁC VÍ DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Tìm gần đúng GTLN và GTNN của hàm số 

1 1 

y =-r-——-- 1 —-. 

sinx + 2 cosx-2 

(Trích Đề thi HSG MTCT An Giang 2011) 
Hướng dẫn thực hành 

„ , 1 1 cosx-sinx-4 

Ta có y=— -—--—- = —- —7— -—— r —- 

sinx + 2 cosx-2 sinxcosx+ 2(cosx-sinx)-4 
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Đặt t = cosx -sinx, t e — V 2 ; V 2 => sinxcosx = ^ 1 


Hàm số đã cho trở thành: y = f ( 1 ) = ——-— 

-t 2 + 4t-7 

Ta có rít) = — ^ , vào chương trình giải phương trình bậc hai để giải 

-t 2 +4t -7 

f’(t) — 0 như sau: ỊmodeỊ [~5~| [ 3 ] {chọn chương trình giải phương trình bậc hai}, sau 


đó nhập các hệ số: [ 2 ] (D 0 co GD (D CD GO (=0 
Ta được 



Sử dụng chức năng ỊẽÃẸẽ) để tính giá trị í'(a), ĩị\Ỉ2 j; íị-yỉĩ) 


2X — 8 

Nhập vào màn hình hàm số: -^--- bằng cách 

-X 2 +4X-7 

Tiếp tục ấn ỊCALCl , máy yêu cầu nhập giá trị cần tính của hàm số 
Ta ấn: lALPHAỊ 0 (=) @ {tính giá trị của f (a) } 
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Lòi gỉải và đáp số 

1 1 _ cosx-sinx-4 _ 

sin X + 2 cos X - 2 sin X cos X + 2 (cos X - s inx) - 4 

“Vĩ; V2 : 


Ta có y = ”7 
si 

Đặt t = cosx -sinx, t E 


- sinxcosx 


1-r 


Hàm số đã cho trở thành: y = f (t) = - 


2t“8 


/V 2t 2 -16t + 18 ,, 

'(t) = 0o 

w -t 2 +4t-7 



t 2 +4t~7 

4-Vz 


Ta có f'(t) 


Sử dụng chức năng ICALCl để tính giá trị f (a) = 1,54858377; 
f ụĩ) = 1,54858377; f ị-yfi j = 0,738796125 


Vậy Maxy * 1,54858377; Miny « 0,738796125. 

Ví dụ 2, Tìm gần đúng GTLN và GTNN cùa hàm số 

X 2 +X-2 

y-77^—- 

5x + X + 1 

(Trích Đề thi HSG MTCT, cần Tho- 2009). 
Hướng dẫn thực hành 

Nhận thấy 5x 2 + X +1 * 0, Vx 6 R . Nếu sử dụng máy tính thì kết quả báo hai 
nghiệm phức như sau: _ ___ 


s MsithT 

0 Ms.thVÁ 

Xi = 

X 

Ri 

II 

1-*] 

'ũị 

|| 

1 -ỈĨ9- 

lũ 10 1 

10 10 1 


Tập xác định: D = R 
Đạo hàm và giới hạn: 


Tacó: limy = -r = 0,2; y' : 

x -»±°0 5 


-4x 2 +22X + 3 
(5x 2 + X +1) 2 


Dùng máy tính giải phương trình bậc hai y' = 0 như sau: 
ỊmodeỊ go GD { chế độ giải phương trình bậc hai} 

Nhập các hệ số: RỊTỊf=ir2~ir2~Ị[=ir3lf=l 


Ta được hai nghiệm là 


0 MathV 

Xi= 

□ MscthTA 

X2= 

11+7133 

11-7133 

4 

4 


52 





cty TNHH MTV DWH Khang Việt 


Do đó y' = 0o 


X I = 


11 + VĨ33 

4_ 

11-VĨ33 


í 5,63314 


í -0,13314 


Lập bảng biến thiên từ đó và kết luận. 

Lời giải và đáp số 

Nhận thấy 5x 2 + X +1 0,Vx € R . 

Tập xác định: D = R 
Đạo hàm và giới hạn: 


Ta có: lim y=-j = 0,2; y' = 


-4x 2 + 22x + 3 


x->±co' 5 " (5 x 2 +x + 1) 2 


Do đó y' = 0 <£í> 


Bảng biến thiên: 


X 1 =■ 


11 + VĨ33 

4_* 

11-V133 


: 5,63314 


-0,13314 


X 

-00 

x 2 X| 

+00 

y' 

- 

0 +0 


y 


. 0,21359^ 

. X ^ 

-0,21359 

0,2 

Đáp số: Maxy « 0,21395; 

Miny » -2,21395 



Ví dụ 43. Tìm gần đúng GTLN và GTNN của hàm số 

y = V-x 2 + 4x -3 + x/5 -2x 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Huế 2009). 
Hướng dẫn thực hành 

Hàm số xác đinh khi j 7 X „ + f x ~ -*-0<=>l<x<^. 

[5-2x>0 2 

Ta có: 

-2x + 4 2 (-x + 2)a/5-2x -a/-x 2 +4x-3 

2x/-x 2 +4x- 3 2 V 5 - 2 X _ì/r-x 2 +4x-3.V5-2x 

y' = 0<r>(-x + 2)V5-2x =V^x 2 +4x-3 
_ / r . 


<=>(-x + 2) (5-2x) = -x 2 +4x-3 


<=>2x 3 -14x 2 +32x-23 = 0, xe 


1 ; 


X e 
VL 
5 
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Vào chức năng giải phương trình bậc 3: ỊmodeỊ nn m 

Nhập các hệ số: iilBEBlDSSIBSíai 

ta chỉ thu được một nghiệm thực x« 1,4348022 e 1;— (lưu nghiệm này vào 

2 J 

biếirnhớ A bằng cách ấn IshiptỊ ÌRCLÌ Ịt-ÕỊ ) và hai nghiệm ảo 

Dùng chức năng ỊCALCl để tính và so sánh các giá trị l'Ị^ j; Í'Ị a) 

Nhập vào máy hàm số: v-x 2 + 4x - 3 + \Ỉ5 - 2x bằng cách: 

© 0 m (3® E) a m m 0 m <& © [5) B HJ m ra 

Ẩn tiếp phím ỊCALCị 

Nhập CO (U {tính giá trị của f (l)}, ta được f (l) = s ~ 1,732050808 
Ấn tiếp ÍCÃLCÌ m [SI m f=1 ra {tính giá trị của f j }, ta được 


^ s \Ỉ3 

f ị = —— « 0,8660254038 
2 2 


Ẩn tiếp {tính giá trị của f (a) ■}, ta được f ( a) » 2,284542897 

Vậy Maxy «2,2845; Miny «0,866. 

Lòi giải và đáp số 

Hàm số xác định khi I 4x “3 > 0 Ị <x<~. 

[5-2x > 0 2 


Ta có: 


hrX +4x ~3.v5-2x 


f _ -2x + 4 2 (-x + 2)v5-2x- v-x 2 +4x-3 

2^1-x 1 +4x- 3 2V 5-2x_ ^/z-x 2 + 4x - 3.\j5-'2x 

y' = 0 <z> (-X + 2 ) V 5 - 2x = v-x 2 + 4x-3 

/ r -|\ 

<=> (-X + 2) 2 (5 -2x) = -X 2 + 4x -3 xe 1;-^ 

', ’ \ „. > _ 

<=> 2x 3 - 14x 2 + 32x -23 = 0 o X «1,4348022 -> A 


,— / c \ /T 

(l) = V3« 1,732050808; f ị = ^-«0,8660254038 ;f(A.)« 2, 

V 2 / 2 

Vậy Maxy « 2,2845; Miny « 0,866. 


284542897 
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Ví dụ 4. Tìm gần đúng GTLN và GTNN của hàm số 

y = X 4 - X 3 - v/Ĩ7x 2 + X - = trên đoạn -\Í3;yỈ2 

2 20I ^/2ÕĨ2 L J 

(Đề thi HSG MTCT Quảng trị 2012). 
. Lòi giải và đáp số 

/7 J 

Đặt D= -4ĩ','j2 . Xét hàm số f(x) = x 4 - —X 3 -v/Tỹx 2 +x-^—p==, 
T 2 1 2012 

hàm này xác định và liên tục trên D . 

Ta có f'(x) = 4x 3 -^x 2 -2^/Ĩ7x +1 

Sử dụng chương trình giải phương trình bậc 3 để giải phương trình f'(x) = 0 
như sau: 

ỊmodeỊ f5l m {chọn chương trình giải phương trình bậc ba} 

Nhập các hệ số: 

0 ( 1 ) 0 ®© [ 3 ] ma (13 (=1(3 ©@©11] (13 SE© (13 

Ta được các nghiệm x 2 ,x 3 và lưu các nghiệm này vào biến nhớ A và B ( 
X, A, x 3 -> B) {loại nghiệm thứ nhất x « 1,427471982Ể -yfĩ\\Ỉ2 } 



Thoát màn hình, chuyển về chế độ tính toán thông thường ta ấn: ỊmODEỊ m 
Sử dụng chức năng ICALCl để tính các giá trị hàm số tại điếm 


Nhập vào màn hình X 4 —— X 3 - v/Ĩ7x 2 + X - — 77 = bằng cách: 

2 2 y2012 

sm@(i3<g)B(D© ® © 

mm®(nm©m(iimB(acĩ3®@®®®ci]m®© 
mm© 

Tiếp tục ấn ỊcalcỊ và nhập các giá trị để tính hàm số tại điểm đó: 

Ấn B © GE3 G=D {tính giá trị f Ị—v/iỊ} ta được 
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Ấn ỊcalcỊ fỹĩ] un [=1 {tính giá trị fị\Ỉ2 Ị } ta được 


Math Ã 


x 4 -^ 3 - 3 ^ 2 t > 

- 3.174063869 


Án lCALCl lALPHAl o (=] {tính giá trị cùa f (a) } 


0 Mỉitb A 

X 4 -#X 3 - 3 7Ĩ7 X 2 0 
- 0.9035139416 


Ẩn ICALCl lALPHAl 0 (M) {tính giá trị cùa 1 '(b) } ta được 


s Math Á 

X 4 ~§9( 3 - 3 /Ĩ7X 2 t> 

- 2.710367781 


Vậy ta có: 

ĩ(-y[ĩ\ « 3,0579; ĩịyỊĨ) * -3,1741; 

f (-0,9603)« -2,7106; f (0,1824) * -0,9035 

Suy ra: -3,1741 < f(x) < 3,0579, Vx e D . 

Do đó: 0 < |f (x)| < 3,1741,Vx e D 

Đáp số: Maxy « 3,1741; Miny«0. 

Lòi giải và đáp số 

ÍZ __ 

-\fì',\Ỉ2 . Xét hàm số f(x) = x 4 —- L x ? -yjĩĩx 2 +: 

L J w 2 


Đặt D 


hàm này xác định và liên tục trên D , 
Ta có 


f’(x) = 4x 3 — —Ị~— -2x/Ĩ7x + l, f’(x) = 0o 


x«l,4275(loại) 
X* 0,1824 
X*-0,9603 


Vậy ta có: 

f(-V3 Ị «3,0579; lỊVĩU-3,1741; 

f (-0,9603)« -2,7106; f (0,1824)«--0,9035 

Suy ra: -3,1741 < r(x) < 3,0579, Vx €E D. 


Ị 

20 '^2012 ’ 
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Do đó: 0 < |f (x)| < 3,1741, Vx e D 
Đáp số: Maxy » 3,1741; MinysíO. 

Ví dụ 5. Tìm gần đúng với 4 chữ số lẻ thập phân giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất 

, , ,_ 1 __ e sinx + x 2 cosx + l . . r ,1 

của hàm sô: y =- - - trên đoạn 0;1 . 

x 2 +l L J 

Hướng dẫn thực hành 


Dùng chức năng TABLE, với bước nhảy 0,1. Ta tính được các giá trị (trong 
Radian) 


X 

0 

0,1 

0,2 

... 

0,4 

0,5 

0,6 


1 

f(x) 

2 

2,0939 

2,172 


2,2616 

2,2676 

2,247 


1,93 


Ấn (Ãc)và nu, chọn lại giá trị khởi đầu là 0,4 và cuối là 0,6, bước nhảy là 0,01. 


Suy ra được: Maxy * 2,2628; Miny S51,93 . 

M ' [<>;'] 

Lưu ý: Học sinh có thể giải theo cách thông thường, nhưng rất phức tạp: 

w \ _ e sinx cosx + 2xcosx -X 2 sinx ^( e +x cosx + l] x 

- r - Ị x 2 +1 Ị 2 

Dùng chức năng SOLVE với giá trị ban đầu 0,4 để giải phương trình f'(xì = 0. 


II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Cho hai số thực dương x,y thỏa mãn x + y = 5 . Tìm gần đúng giá trị nhỏ 
nhất cùa biểu thức p = Ịx 5 +5jỊy 5 +5j. 

(Đề thi HSG MTCT Vĩnh phúc 2010). 
Lòi giải và đáp số 

„ - .. „ 25 

Đặt t = xy thì 0 < t < —. 

4 


Ta có p = x 5 y 5 + 5(x 5 4- y 5 ) + 25 

Mặt khác: X 5 +y 5 =(x 2 +y 2 )(x 3 +y 3 )-x 2 y 2 (x+ y) = 25t 2 -6251 + 3125 


Vậy p = t 5 +125t 2 -3125t +15650 

Xét hàm f(t) = t 5 +125t 2 -3125t + 15650, t e 
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f'(t) = 5t 4 +250t-3125, dễ thấy f(t) = 0 chỉ có một nghiệm duy nhất trên 


0 ; 


25 


. Dùng chức năng (sin) (ỘÃịệ) (SOLVE) giải phương trình: f(t) tỉm ra một 


nghiệm t* 4,4755. 

Kết quả: P min «5963,4176. 

Lòi bình: Cách giải trên ta đã sử dụng biến đổi khéo léo đưa vê tích và tông 
cùa x,y. Tuy nhiên ta có thể dùng phương pháp dồn về một biến bằng cách: từ 
x + y = 5=>y = 5- x thay vào biểu thức p và dùng khai triển nhị thức Niu-tơn ta 

đưa về hàm một biến X, với X e ( 0 , 5 ). 

BT 2. Tìm gần đúng GTLN và GTNN của hàm số: 

y = f(x) = 2-3x-v5x -X 2 +4 . 

(Đề thi HSG MTCT Bộ Giáo Dục 2012). 
Lòi giải và đáp số 


Điều kiện: 5x -X 2 + 4 > 0 <=> -0,70152! 


Ta có: 


5-747 5 + 777 


<x < 


5,7016 


M , 5-2x _ -ỏV5x-x^4-(5-2x) 

275X-X 2 + 4 2>/5x - X 2 + 4 

f’(x) = 0 <=> ó75x-x 2 +4 = 2x - 5 o 40x 2 - 200x -119 = 0 
100 -7l 4760 


o 


X = - 


t 


-0,5373 


100-V14760 

X =---w 5,5373 

40 


Vậy: 


max y = max < f 


5-7777 J 5 + 771 


;f 




100-7.5240 


40 


, L' 

maxyw4,10469 

^5-7777 ,/ 5 + 7711 J 100-7-5240 




100 + 7-5240 


miny = min( f 


;f 




\ í 


40 


40 


;f 


100 + 75240 


40 


1 V _ - 

=> maxy w -15,6242 
BT 3. Cho a,b là các số thực dương thỏa mãn a 2 +ab = l. Tỉm giá trị nhô nhất 


của biểu thức A 


a + 2b b + 2a 
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Lòi giải và đáp số 

Từ giả thiết ta có a G (0;1) và b = - -a . Thay vào A ta được: 


a 


1 


a 


a 


— - a - + a 2-a 2 1 + a- 

a a 


= f(a) 


(2 -a 2 ) 2 (1 + a 2 ) 2 

Giải phương trình f'(a) = 0 ta được a = 0,4483 
Vậy giá trị nhỏ nhất của A là -0,2616 . 

Đáp số: MinA « -0,2616. 

BT 4. Tìm GTLN và GTNN của hàm số: 

y = Vx-1 + V5-2x . 

(Đề thi HSG MTCT Bộ Giáo dục 2009). 
Lòi giăi và đáp số 

Tập xác định: D = [l;2,5]. 

Sử dụng phương pháp đạo hàm ta tìm được 

3 /7 

Maxy 2,1231; Miny = ^-»1,2247 

D 2 D 2 

BT 5. Tìm gần đúng giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm sổ 

f(x) = X + V 3 + 2 X -X 2 . 

( Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2009). 
Hưóng dẫn thực hành 

Tập xác định: D = Ị~-1;3]. 

Ta có: 

x + 1 

V 3 + 2x-x 2 

f'(x) = 0oV3 + 2x-x 2 =x + lo3 + 2x-x 2 =x 2 +2x + 1 
o2x 2 = 2ox = ±l 

Tính và so sánh các giá trị f(-l); f(l); 1 ( 3 ) ta được: maxy = 3; miny = -l . 

BT 6. Tìm gần đúng GTLN và GTNN cùa hàm số 

f(x) = Vx 2 + 3x4-2 + V 5 X-X 2 -4 . 

(Đề thi HSG MTCT Phú Yên 2009). 
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Hướng dẫn thực hành 

Tập xác định: D = [l;4]. 

Tính f'(x). Tìm các điểm Xj sao cho f(xj) = 0 
Tính và so sánh cách giá trị f (l), f(4), í (Xj) ■ 

Ta tìm được max 1 (x) = 6,0966; rnin í (x) = 2,4495 . 

BT 7. Tính gần đúng giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số: 

y = -sin2x + (sinx + cosx) 3 -(sinx + cosx) trên đoạn 


0 ; 


% 


(Đề thi HSG MTCT Quãng Ngãi 2009). 
Hướng dẫn thực hành 


Đặt t = s inx + cos X = 4Ĩ sin 


X + - 


71 

71 71 71 3jc 

n'] 



0;- 

=> 0 < X < — =>“< X + — <—•=> sin 

x + 7 

E 


2 

2 4 4 4 

l 4 J 


2 


Để ý: xe 

Do đó, hàm số đã cho trở thành: y = -t 2 + 1 3 -1, t e 1; V 2 

Khảo sát hàm này ta sẽ tìm được GTLN và GTNN. 

BT 8. Tính gần đúng giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số 

f(x) = v/x-1 + V 7 -2x . 

(Đề thi HSG MTCT Vĩnh Phúc 2009). 
Hướng dẫn thực hành 

7~| _ , 11 

TXĐ: xe 1;4 . Giải phương trình f ’(x) = 0 có nghiệm X = ---. 

2 J 6 

( i \ 11') 

minf(x) = f r «1,5811; maxf(x) = f — «2,7386 

UJ UJ 

BT 9. Cho hai sá thực X, y thoà mãn hệ điều kiện: 1* J + ^ 


Tính gần đủng giá trị nhỏ nhất của p = X 2 + y 2 . 

Hướng dẫn thực hành 

Trong mặt phẳng toạ độ xOy biểu diễn các điểm M(x;y) thoả mãn hệ điêu kiện 
đã cho. 
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Do đó P min = (VĨ2 + V 2009 Ị 2 + Ịv/iõ ) 2 « 2361,5350 . 

BT 10. Tính gần đúng giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm sổ: 



Lòi giải và đáp số 


Đặt t = cos 2 x - cosx, te ;2 . Hàm số đã cho trở thành 

4 




Khảo sát hàm này ta được: 


y«,=fp>*7.<»190 

y -» =f rĩr 4 ’ 20292 

V ^) 

BT 11, Tìm gần đủng GTLN và GTNN của hàm số 

2sinx + 3cosx-l 

y=— 77-777 — 

cosx + 2 

(Đề thi HSG MTCT Quảng Ninh 2009). 
Lòi giải và đáp số 

Sử dụng miền giá trị của y để tìm GTLN và GTNN của hàm số. 

Chú ý: Phương trình asinx + bcosx = c có nghiệm khi a 2 +b 2 >c 2 
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. -5 + Vóĩ. A/f ;_-5- Vóĩ 

Đáp sô: Maxy *-—; Miny ga Y~ —• 

BT 12.Tính gần đúng giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất cùa hàm số 
f(x) = 3x - 4sin X trên đoạn [0;27i]. 

(Trích đề thi HSGMTCT Toàn quốc năm 2004 - Lóp 12 THBT - đề dụ bị) 

Lòi giải và đáp số 

Ta có: f'(x) = 3-4cosx 

Giải phương trình í '(x) = 0 

Nhập3-4cosx Ẩn |shiftỊ ỊCALCl nhập ỊT| ấn 
Kết quả: x = 0,7227342478 -»A 

=> ( 2n - a) —> B { lưu nghiệm này vào ô nhó' B} cũng là nghiệm thuộc [0;27t] 
cùa phương trinh r(x) = 0 

Ghi vào màn hình: 3X -4sinX 

Ấn IMI s o (a) (D . Kết quả-0.4775485676 

Ẩn ICALCl ỊALPHAỊ 0 (=) . Kết quả 19,32710449 

Ẩn ICALCl rõl HD . Kết quả 0 

Ấn [shiftỊ Ịx10 l l [=1 . Kết quả 18,84955592 

Vậy maxf(x) = 19,32710449; min f(x) = -0,477548567. 

[0;27t] v ’ [<);2ti] v ’ 

BT 13. Tính gần đúng giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của hàm số 

f (x) = 3(sinx + cosx) - 2^cos 2 x + Ị 3 + V 3 j 

(Trích đề thi HSG MTCT Thừa Thiên Huế lớp 12 - 2008-2009) 
Lời giải và đáp số 

Đặt t = sinx+ COSX, t e ~^Ỉ2',yỈ2 => sinxcosx = ^——- 
L J 2 

Ta có 

cos 2 2x = Ịcos 2 x - sin 2 X j = Ị^(sinx + cosx)(cosx -sinx)J 
= t 2 (2-t 2 Ị = 2t 2 -t 4 

Yêu cầu bài toán trở thành:Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm số 

g(t) = 2\Ỉ3l 4 - 4 V 31 2 +3t + S + 3,t e Í-V2;V2 
g'(t) = sVãt 3 -8^31 + 3 
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Giải g'(x) = 0 bằng cách: 

Ấn um QO (TỊ 

Nhập các hệ số: cu © cu (=] cu (D E] d] © ( 3 ) (U (TỊ (=] (D 
Ta được là t, =-1,09445053, t 2 = -y, t 3 =0,2284251259 

Nhập vào màn hình: 2\/3X 4 - 4 VĨX 2 + 3X + V3 + 3 

Tính g(—V 2 j Án (ẽẶỊệ] nhập E) © (U ấn (!). Kết quả: 0,4894101204 

TínhgỊVỈỊẮn (ỘẶẸc) nhập ©cu ấn d). Kết quả: 8,974691495 

(£} x _ _ 

Tính g ~ Ấn IU nhập ỊcÃìcl © ỊTỊ m m ru lặl ấn {=} Ịsặg ■ 

V J 

Kết quả: 4,082531755 

Tính g(-l,09445053)Ẩn (ẽÃẸẽ) nhập-1.09445053 ấn (=]. Kết quả: -1.879839877 

Tính g(0,2284251259)Ấn §D nhập 0.228425125 ấn . Kết quả: 5.065257315 

VậyGTNN là-1.879839877; GTLN là 8.974691495. 

BT 14. Tìm gần đúng GTLN của hàm số 

y = f (x) = 5cosx - cos5x trên 

|_ 4 4 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Bạc Liêu 2010). 
Lòi giái và đáp số 

Ta có í '(x) = 5sin5x -5sinx, f'(x) = 0 <=> 2cos3xsin2x = 0 <=> c . os ^ x 

7 v 7 sin2x = 0 


Giải phương trình ta tìm được các nghiệm là X, =0, X, X, =- 

2 6 3 6 

/ y/\ 

Sử dụng chức năng (ỘÃẸệ) để tính các giá trị f(x,), f(x 2 ), f(x,), f ~ , ĩ J 

[ 4J [4J 

so sánh để xác định max. 

Đáp số: raax íỊxỊ* 5,1962 

1 It.itl v 2 
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<Ị)ạng 5. PHƯƠNG TRÌNH TIẾP TUYẾN 
Bài toán 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm sô tại một điêm 



Phương trình tiếp tuyến tại điểm M {) (x 0 ;y 0 ) có dạng 

A: y - y () = f’(x 0 )(x - x 0 ) o y = f'( x o)( x - x o) + y« 

• Điểm M () (x 0 ;y 0 ) được gọi là tiếp điểm. 

• x () là hoành độ tiếp điểm và y () là tung độ tiếp điểm. 

® Điểm M G Ox thì tọa độ cùa M là m(x;0) ; điểm M G Oy thì tọa độ cùa M là 
M(0;y). 


Chú ý 

@ Nếu cho Xo thì tìm y 0 = f(xo). 

Nếu cho yo thì tìm x 0 là nghiệm của phương trình f(x) = y ( >. 


® Tính y' = f (x). Suy ra y'(xo) = f (Xo). 

Bài toán 2: Viết phương trình tiếp tuyến biết hệ số góc 

Viết phương trình tiếp tuyến A cùa (C): y =f(x), biêt A có hệ sô góc k 
Cách l :Tìm toạ độ tiếp điểm. 

® Gọi M(x 0 ; yo) là tọa độ tiếp điểm. Tính f(x 0 ). - 1 

e có hệ số góc k => p (Xo) = k y 

8 Giải phương trình (*), tìm được Xo 

và tính y 0 = f(x 0 ). / _ 

Lúc đó phương trình tiếp tuyến là Ị o , 

A: y-f(x 0 ) = k(x-x 0 ). 

Cách 2 : Dùng điều kiện liếp xúc. 

® Phương trình đường thẳng A có dạng: y = kx + m. 
o A tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm: 


cho trước. 


ÁC{) 
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íf(x) = kx + m /*% 

|f (x) = k v ’ 

® Giải hệ (*), tìm được m. Từ đó viết phương trình của A 
Chú ý: Hệ số góc k của tiếp tuyến A có thể được cho gián tiếp như sau: 



• tạo với chiều dương trục hoành góc a thì k = tana 
® A song song với đường thẳng d: y = ax + b thì k = a 


© A vuông góc với đường thẳng d: y = ax + b (a * 0) thì k = -— 

a 

® Atạo với đường thẳng d: y = ax + b một góc a thì ta sử dụng công thức góc 

của hai đường thẳng hoặc =tanoc (Công thức này SGK không có, 

1 + ka 

tuy nhiên chúng ta nên biết lõ' khi “bí” có thể đem ra dùng). 

Bài toán 3: Viết phương trình tiếp tuyến đi qua một điểm cho trưức. 

Viết phương trình tiếp tuyến A của (c): y = f(x), biết A đi qua điểm A(x A ;y A ). 



Cách 1: Tìm toạ độ tiếp điểm. 

• Gọi M(xo; yo) là tiếp điểm. Khi đó: yo = f(xo), y'o = f (Xo). 

® Phương trình tiếp tuyến A: y - yo = f (xo).(x - Xo) 

• A đi qua A(x A ; y A ) nên: y A - yo = f (xo).(x A - Xo) 

• Giải phương trình (2), tìm được Xo. Từ đó viết phương trình của A. 


65 



CĐĐD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Plus_ Trần Đình Cư 
Cách 2í Dùng điều kiện tiếp xúc. 

© Phương trình đường thẳng A đi qua A(x A ;y A ) và có hệ số góc k: 
y-y A =k(x-x A ) 

• A tiếp xúc với (C) khi và chỉ khi hệ phương trình sau có nghiệm: 

íf(x) = k(x-x A ) + y A 

Ịf (x) = k Kỉ 

0 Giải hệ (*), tìm được X (suy ra k ). Từ đó viết phương trình tiếp tuyển A. 

I. CÁC VỈ DỤ ĐIỂN HỈNH THƯỜNG GẶP 


Ví dụ 1. Cho hàm số y = 1-—— (H). Tìm tọa độ IM thuộc (H) để tiếp tuyển tại 

. x + 1 

(H) cắt đường tròn (C): X 2 4- y 2 + 2x - 2y -1 = 0 tại hai điểm A, B sao cho AI AB 
vuông, và I là tâm của đường tròn. 

(Đề thi HSG MTCT Quảng Trị 2013). 
Lời giải và đáp số 

Đường tròn (c) có tâm l(-l;l) , bán kính R = \fĩ . 

. 't _ 1 

Gọi M t;——- e(H),t*-Ỉ.Tacó y’= —- 

l t + 1 J V ’ (x + l ) 2 

Phương trình tiếp tuyến của (H) tại M có dạng: 


1 / \ t 

; y = —— (x-t) + 

(t + l)^ ' t + 1 

í>x-(t + l) 2 y + t 2 =0 


M 


-x-y + -—- 

2 t + l 


(• + * f 


Tam giác IAB chỉ có thể vuông cân tại I nên ta tính được: d(l,A) = 


Vệ 

2 


Mặt khác: 



Do đó: 
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Vậy CÓ 4 điểm thỏa mãn yêu cầu bài toán 

M, (—2,4884; 1,6719^; M 2 (0,4884;0,3281); 

M 3 (-1,6719-2,4884); M 3 (-0,3281;-0,4884) 

Ví dụ 2. Cho hàm số f(x) = e 3x + ^ sin4x + log 3 (sinX + 2 ) 

# , 7Ị 

a) Tính giá trị của hàm sô khi x = . 

12 

b) Đường thăng y = ax + b là tiêp tuyên của đô thị hàm sô tại điêm X = Ý^-. 

Tìm a, b. 

(Đề thi HSG MTCT Bộ GD 2013). 
Lòi giải và đáp số 

Đe máy tính ỏ' chế độ rad 

Ghi vào màn hình máy tính: e 3X ~ + 7x s j n ^ 4 x) + ] D g^ Ị(sin(x) + 2 )) 

An phím ICALCl và nhập x=^ ta được kêt quả trên màn hình là 2,516059996 

lưu vào ô nhớ A. 

\ 

Tính f' «9,007985 lưu vào ô nhớ B. 

[n) 


Ghi vào màn hình: A--^-B ấn phím (=)và được kết quả trên màn hình là: 
0,157775037. 

Đáp số: a) 2,5161; b)a«9,0080; b»0,1578. 

Ví dụ 3. Cho hàm số y = f(x) = x sinx+ ^ +x ,(x > 0 ). Tính theo rad góc tạo bởi tiếp 

tuyến của (C) tại điểm có hoành độ x () =-v3 , với đường thẳng X = 2012 . 

(Đề thi HSG MTCT Tuyên Quang 2011). 
Hướng dẫn thực hành 

Gọi d là tiếp tuyến và a là góc tạo bởi d với chiều dương của trục Ox. Khi đó 
tana = í'(x 0 ) >0. 

Sử dụng máy tính tính đạo hàm f'ỊV 3 j = 27,52180451 
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Ấn |shift| [tãrTỊ ỊÃnsỊ màn hình hiển thị kết quả 



Vậy góc cần tìm là: 0,0363 (rad). 

Ví dụ 4. Tìm giá trị a, b nếu đường thẳng y = ax + b đi qua m( 5;-4) và là tiếp 
tuyến của đồ thị hàm số y = X - 3 + —. 

X 

(Đề thi HSG MTCT Bộ GD 2007 Bỗ túc). 
Lòi giải và đáp số 

Đường thẳng y = ax + b đi qua điểm M (5;-4) nên b = - 5a - 4. 

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = f(x) tại điểm (x () ;l’(x () )) có phương trình 
y = f(x„) + f (x 0 )(x-x 0 ). 

Đường thẳng y = ax - 5a - 4 là tiếp tuyến khi và chí khi 
ị a = f'(x 0 ) 

|-5a-4 = f(x 0 ) - f’(x 0 )x 0 

Giải hệ phương trình này, ta tìm được giá trị của a rồi tìm được giá trị tương 
ứng của b. 

1 

Đápsố: 

l 5 

II. BÀI TậP THỰC HÀNH 

BT 1. Cho hàm sốf(x) = (2sinx-cosx).e x 

Tìm giá trị gần đúng của a,b để đửờng thẳng y = ax + b là tiếp tuyến cùa (C) 

• ít 

tại điêm X = —. 

7 
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Hướng dẫn thực hành 

Tìm a bằng cách: a = -^-Ị(2sinx-cosx)e x j K 


Tìm b bằng cách: b = 


í n 

_ . 71 71 

2 sin---cos— 

7 7 


7 7Ĩ 

e' -a.— 


V 7 7 y 

Đáp số: a« 3,45024951; b «-1,600476002 
BT 2. Cho hàm số f(x): 


Vx 2 + 2x + 3 

Tỉm giá trị gần đúng của a,"b để đường thẳng y = ax + b là tiếp tuyến của (C) 
tại điểm X = 2 + Vi 

Hướng dẫn thực hành 


f 


Tìm a bằng cách: a = - 7 - 
dx 


Tìm b bằng cách: b = - 


17X-11 




1 J 


vvx 2 +2x + 3 

I7Ị2 + V3Ị-II 


2+S 


^2 + VÌỊ 2 +2(2 + V3) + 3 
Đáp số: a* 1,382064324; b « 5,685490074 


1.(2+ >/3) 


, 2x-3 , , , 

BT 3. (Quảng Trị 2012). Cho hàm số f(x) = ——— ■ Viêt phương trình tiêp tuyên 

x + 2 

của (C), biết tiếp tuyến cắt tiệm cận đứng tại A, và cắt tiệm cận ngang tại B sao cho 
1AB = CC, trong đó I là tâm đối xứng của (C) và a là góc tạo bởi 


cosa “ 


2 

1 + (Vó + V2-^-2Ị 


Do cosa: 


_ 1 _ 

■ịỊĨ+ịy/ó + V2 - V3 - 2j 

A n . . .2 _x * I _ ' T A "n 


Hưóng dẫn thực hành 

.a = 7°30' 


Tam giác IAB vuông tại I, có IAB = a nên IBA = 90° -a . 

7 

Với X 5 * —2 ta có f'(x) =--—— > 0, Vx *2. 

\/ 2 

(x+ 2 ) 
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Chứng tỏ tiếp tuyến cần tìm có hệ số góc dương. 
Do đó k = tan Ị 90 0 - aỊ = cot a 


Gọi x () là hoành độ tiếp điểm của tiếp tuyến với (c) 


Ta có f'(x () ) = k o 


(x 0 + 2 ) 


■ = cota<=> 


-1,0400 

-2,9600 


Với x () « -1,0400 => y () » -5,2918 có phương trình tiếp tuyến là: 
y = 7,5958x + 2,6079 

Với x () « -2,9600 => y () » 9,2918 có phương trình tiếp tuyến là: 
y = 7,5958x +31,7751 


BT 6. Viết phương trình các tiếp tuyến của đồ thị hàm số y = X 3 - 4x 2 + X- 2ỔÌ 
qua điểm A(l;-4). 

(Trích aề thi HSGMT Toàn quốc 2009 - Toán 12 THPT) 
Hưóng dẫn thực hành 

Phương trình đường thẳng đi qua điểm A( 1 ;-4) là: V k ( x - 1) 4 

Đê đường thăng tiếp xúc với đồ thị hàm số đã cho thì hệ phương trình sau có 
nghiệm: 

jx 3 -4x 2 +x-2 = k(x-l)-4 ( 1 ) 
jk = 3x 2 -8x + l ( 2 ) 

Thế ( 2 ) vào ( 1 ) ta được: X 3 -4x 2 + X - 2 = 3x 2 -8x + l(x - 1)-4 

Ghi vào màn hình: X 3 - 4X 2 + X - 2 = 3X 2 - 8X +1 (x - 1 ) - 4 

Ấn ỊshiftỊ ỊcalcỊ nhập 0 ấn (=3 kết quả X = 1. 

Ấn ỊshiptỊ ỊcãlcỊ nhập 5 í=1kết quả X = 1,5. 

Thử lại với các giá trị ban đầu của X khác nhau ta đều nhận được hai két quả 
trên. 

Ghi vào màn hình: 3X 2 - 8X +1 
Ấn ỊCALCl nhập 1 (=D kết quả: -4 => k = “4 
Suy ra phương trình tiếp tuyến: y = -4x 
Ấn ICALCl nhập 1,5 GU kết quả: 4,25 => k = -4,25 
Suy ra phương trình tiếp tuyển: y = -4,25x + 0,25 
Đáp số:Có hai phương tiếp tuyến: y = “4x , y = -4,25x + 0,25 . 
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dAy số 

Thuật toán tính các số hạng của dãy sổ 

Các thuật toán sau được xây dựng nhằm để tìm các số hạng của dãy số. Học 
sinh thực hiện đúng các thao tác sẽ cho ra các số hạng của dãy số sau mỗi lần lặp. 
Từ đó, tùy thuộc vào yêu cầu bài toán để quan sát và rút ra được các quy luật, các 
dự đoán... Hiển nhiên, một kết quả dự đoán chưa hẳn là đúng và để khẳng định tính 
đúng của nó ta phải dùng lập luận toán học để chứng minh như quy nạp, phản 
chứng... Trong phần này, chúng tôi sẽ không trình bày cách chứng minh tính đúng 
các kết quả đó mà tạm chấp nhận và chú trọng vào khả năng quan sát, phát hiện 
quy luật và dự đoán của học sinh. 

<ùạngl. DÃY SỐ CHO BỞI CÔNG THỨC SỐ HẠNG 
TỔNG QUÁT u n = f(n), n 6 N* 

Trong đó f(n) là biểu thức của n cho trước. 

Thuật toán 

- Bước 1 : Khai báo ban đầu 

Đưa 0 vào ô nhớ X bằng cách: QQ ISHirrl [RÕ1 (STO) CD (x) {Biến đếm} 

- Bước 2: Ghi vào màn hình X = X +1: A = f(X) 

{Biến đếm X bắt đầu chạy từ 1; f(X) chính là hàm sốf(n), trong đó vai trò 
của n được thay bởi X } 

- Bước 3: Lặp 

• Ấn phím ỊcalcỊ sau đó lặp lại dấu (=] {Đối với ES} hoặc 
e Ẩn và lặp lại phím (=] {Đối với MS}. 

Chú thích: 

B Sau mỗi lần bấm phím (=), biến X tự động tăng thêm 1 đơn vị. 

0 Ke từ đây về sau, những phần đặt trong cặp dấu { } mang ý nghĩa giải 

thích câu lệnh. 

■ Ớ bước 3 của thuật toán này cũng sẽ xuất hiện ở các thuật toán khác trong 
phần dãy số. Do đó, thay vì viết đầy đủ như bước 3 ở trên, ta sẽ viết gọn lại: 
“ Bước 3: Lặp” 

Ví dụ. Cho dãy số (u n ) xác định như sau: 

u n = n 2 + (n +1^ + (n + 2^ + ^n + 3^ , với n — 1 , 2 ,... 

Tìm tất cả các số hạng của dãy số chia hết cho 10. 
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Hướng dẫn thực hành 
Thực hiện quy trình bấm phím theo thuật toán trên 
Lưu 0 vào ô nhớ X bằng cách: QD |shiftỊ ỊrcĨỊ m 

Ghi vào màn hình: X = x + 1: A = X 2 + (x +1) 2 + (x + 2 )" + (x + 3) 2 bằng 
cách: 


ÍÃĨPHÃ1 m ÍĂĨPHÃÌ ÍCÃLCÌ fẶ[PHÃ1 m Pĩn n~i ÍÃĨPHÃĨ ữ°ì fMMi [ÃĨPHÃ1 (CÃLCÌ ÍÃLPHÃl m r^ĩ FFI m 

BBSIESSSIBÌÌEEÍIIEÍÌSIEHQKBSII] 

(£) 

Án ICALCl và lặp lại phím 1=1 
Ta được dãy các số hạng sau: 

u ị = 30; u 2 = 54; u 3 = 86; u 4 = 126; u 5 = 174; u 6 = 230; u 7 = 294; u 8 = 366; Uy = 446; 
U| () = 534;u n =630;u 12 =734;u 13 -846;U| 4 =966;u |5 = 1094;u |6 =1230; 

U | 7 =1374;u 8 = 1526; u |9 =1686; u 20 =1854;u 2| =2030;u ?2 =22Ỉ4;u 23 =2406; 
u 24 = 2606; u 25 =2814; u 76 = 3030; u 27 = 3254,... 

Quan sát dãy số trên ta thấy rằng u 1 ;u 6 ;u 11 ;u 16 ;u 21 ;u, 6 ,... chia hết cho 10. Do đó 
ta dự đoán được rằng các sổ hạng u k với k =5t +1, t = 0,1,2,... thì chia hết cho 10. 


Ví dụ 2. Cho dãy số u n 





( \ 


Ĩ17Ĩ 


n7t 

= sin 

— 

+ COS 



L 3 j 


13 J 


. Gọi S n = Uị + u 7 


+... + u n . Tính 


c . • c_ 

° 16 ’ ° 20 I3• 

(Đề thi HSG MTCT Quảng Trị 2013) 
Hướng dẫn thực hành 

Chọn máy chế độ rad: SS0 

Đưa 0 —> X bằng cách: |shift| [MODEỊ [~4l (biến đếm} 

Đưa 0— >c bằng cách: |shift| [RÕ] Ịg {biến tổng} 


Ghi vào màn hình: X = X + l:C = C + sin 

ÍX7CÌ 


( Xn^ị 

-+-COS 


V 3 y 


l 3 J 



@ @ (▼) d3 (g) G3 

Ẩn ỊcalcỊ và lặp lại phím (=) đến khi X = x +1 = 16 ta được 


s = — 3 -± — - » -0,6340 
16 2 
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Ta CÓ u n = sin 



nẾn U r= U 6k+r 


Vì 2013 = 335x6 + 3 nên 

^2013 = 335 + ií 2 +... + j +t<2 +M 3 ) Kí 0,7321. 

Lập thuật toán tương tự như ta tính được S 3 = -1 + V 3 , S 6 = 0 
Do đó 5 2013 » 0,7321. 


<Ùạng2. DÃY SỐ CHO BỞI HỆ THỨC TRUY HỒI DẠNG 

j u i =a 

l u n + i = f(u„),neN* 

Trong đó f(u n )là biểu thức của u n , a là hằng số cho trước. 

Thuật toán 1 

- Bước 1 : Khai báo ban đầu 

Nhập giá trị của số hạng Uị: a (=0 

- Bước 2\ Nhập biểu thức của u n+| =f(u n ) bằng cách: Trong biểu thức của 
U n+I chỗ nào có u n ta nhập bằng (Ãộs) 

- Bước 3: Lặp. 

Thuật toán 2 

- Bước ỉ: Gán A = 1 bằng cách (TỊ |SHIFT| [rcD (STO) o (a) {Biển đếm} 

Gán B = a bằng cách a ISHirrl ỊrcĩI (STO) 0 (b) {Giá trị U| } 

- Bước 2: Ghi vào màn hình A = A + l:B = f(B) hoặc có thể gán thêm một 
biến trung gian c như sau: A = A +1: c = ỈỴB): B = c 

- Bước 3: Lặp. 

Nhận xét: Đối với thuật toán 1 tuy đơn giàn nhưng ta phải đếm các số hạng 
bằng miệng, rất dễ nhầm lẫn. Thuật toán 2 máy sẽ tự động hiển thị số hạng 
thứ mấy của dãy. 
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Ví dụ 1. Cho dãy số xác định bởi: | u ' = ^rr __*. Chứng minh rằng dãy số 

l u n+i = ^2 n ,n e N 

có giới hạn hữu hạn khi n -> +00 và tính giới hạn đó. 

Thực hiện quy trình bấm phím theo thuật toán 2 
Lưu 1 vào ô nhớ A bằng cách: (XI IsmnỊ [rclỊ R—>1 
Lưu V 2 vào ô nhớ B bằng cách: ® [ 2 ] |shift| ỊrclỊ IX) 

Ghi vào màn hình: A = A +1: B = bằng cách: 

BO ilHB IEIBHIIỈSIllBBỈlÌBI^ÍDBBB 

Ấn ịCALCl và lặp lại phím (=) 


n 

Un 

n 

U,1 

1 

1,414213562 



2 

1,632526919 



3 

1,760839556 

45 

1,999999957 

4 

1,840910869 

46 

1,999999970 

5 

1,892712697 

47 

1,999999979 

6 

1,926999702 ■ 

48 

1,999999984 

7 

1,950034774 

49 

1,999999990 

8 

1,965664887 

50 

1,999999993 

9 

1,976341754 

51 

1,999999995 

10 

1,983668399 

52 

1,999999997 

11 

1,988711773 

53 

1,999999998 

12 

1,992190883 

54 

1,999999998 

13 

1,994594451 

54 

1,999999999 

14 

1096256666 

.55 

1,999999999 

15 

~Ĩ9974Õ7ÕÕĨ 

56 

1,999999999 

16 

T9982Õ3478 

57 

1,999999999 

17 

1,998755133 

58 

2 

18 

1,99913731 

59 

2 

19 

1,999402119 

60 

2 


Dựa vào bảng quan sát ta thấy 

- Dãy sổ (u n ) là dãy tăng và bị chặn trên bởi 2. 

- Dự đoán giới hạn của dãy số bằng 2. 
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Nhận xét: Như đã trình bày trong thuật toán, ta có thể tìm các số hạn theo thuật 
toán sau: 

Đưa 1 —> A ; V 2 — » B . Ghi vào màn hình: A = A + 1 : c = >/ 2 ^: B = c 
An (=0 sau đó lặp lại phím (=) ta được bảng giá trị như trên. 

Ví dụ 2. Cho dãy số được xác định bởi: 

Uị =yjỉ 

. u n + l =( u n) ’ neN * 

Tìm số tự nhiên n nhỏ nhất để u n là số nguyên. 

Hướng dẫn thực hành 

Cách 1: Sử dụng thuật toán 1 tính các số hạng của dãy số (sau mỗi lần bấm phím 
1=1 phải đếm bằng miệng) 

® ® 1=] @ Ể @ © CI) (=](=] (=]{», = 3} 

Vậy n = 4 là số tự nhiên nhò nhất để u 4 = 3 là số nguyên. 

Cách 2: Sử dụng thuật toán 2, gán thêm một biến đếm 
Đưa 1 -> A bằng cách: 03 |shift| gõ) (Tõ| 

Đưa \Ỉ3 -> B bằng cách: (»3 @ [ 3 ] gm) gõ) 03 
Ghi vào màn hình: A = A +1: B = B^ 

ĨÃĨPHÃI [ÃĨPHĂ1 [CÃEcl (ÃĨPHÃÌ FF1 rn ÍÃLPHÃl r^ĩ ỊÃĨPÌtÃl FT^1 1ÃĨPHÃ1 [CÃLCl [ÃLPHĂ1 (^1 fsHĨFTÌ 

©GlI 

Ẩn m lặp lại phím (=] đến khi A = A +1 = 4 ta được giá trị B = 3 

ì Mãth Ả 

b=b 3v5- 

3 

Vậy n = 4 là số tự nhiên nhỏ nhất để u 4 = 3 là số nguyên. 

Lòi bình: Thuật toán 1 đơn giản hơn nhưng có nhược điểm nếu yêu cầu tìm số 
hạng lớn thí đếm rất dễ nhầm lẫn. Thuật toán 2 phức tạp hơn nhưng máy tự động 

đếm {số hạng tương ứng sau mỗi phím (=]}. Đề bài cho ^3 xuất hiện ở hai lần, 

điều này không ít học sinh nhầm lẫn, cụ thể là xem \Ỉ3 như là số hạn của Uj và 
cũng là số mũ của biểu thức thứ 2. 

Ví dụ 3. Tính giá trị của A, biết A = ^2007 + >/2007 + V 2007 + ... + V 2007 

(dấu căn tiến tới vô tận) 


7S 
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Hưóitg dẫn thực hành 
Cách 1: Bình phương hai vế của phương trình, ta có: 

A 2 = 2007 + A <=> A 2 - A - 2007 = 0 

Dùng máy tính giải ta được: A = 45,30234369 hoặc A = - 44,30234369 
Vì A > 0 nên A = 45,30234369 
Vậy A = 45,30234369. 

Cách 2: Ẩn V 2007 0=) 

Ghi vào màn hình: V 2007 + Ans 
Án f=|....f=1 cho đến khi kết quả không đổi 



Đáp sô: A = 45,30234369. 


<Òạng3 :DÃY SỐ CHO BỞI HỆ THỨC TRUY HỒI DẠNG 

Ị u i =a 

Ịu n+1 =f(n,u n ),neN 

Trong đó f(n,u n ) là biểu thức u n+1 tính theo u n và n , a là hằng số cho trước. 
Thuật toán 

- Bước 1: Khai báo ban đầu 

Đưa I vào ô nhớ A bằng cách: 13] dD @ (sxo) o (a) {biến đém} 

Đưa a vào ô nhó' B bằng cách: a ỊshiptỊ (rõ) (STO) 0 (b) 


{giá trị cùa U| } 

Bước 2: Ghi vào màn hình c = Í’(A,B): A = A + 1: B = c 
{ c là giá trị của U A sau khi A tăng lên 1 đơn vị} 


Bước 3: Lặp. 

Ví dụ. Cho dãy số được xác định bời: 

a, =0 

< n(n + l) , _ M * 

a„ J . 1 =-— " — (a „+[), n 6 N * 

[ n+1 (n + 2)(n + 3) " 

Hưóng dẫn thực hành 

Đưa 1 A bằng cách: (33 ỊshiptỊ ÍRCĨ1 o 

Đưa 0->B bằng cách: fÕ~| ỊsHỈFĨÌ ỊrclÌ Q 


Tính tu 
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A( A 4“ 0 

Ghi vào màn hình: c = —— - (B + 1):A = A + 1:B = C bằng cách: 

(A + 2KA + 3) 6 

H§g@g)li0Ẹ] WRfflmmc^mmF)ifflí2im 

0 SOffl 00 □®[DH0 S)[T]Q]@[gỊ®OH®® 

OGĐCĐ m ® H 0 H (ỘẶỹị) H @ 

Ẩn ỊCALCl và lặp lại phím (=) 


To A.rrtn A 4,.: j x .,. 1 7 2711139 

la được các giá tr của dãy: 

6 20 50 15 14 8 

Ta phân tích các số hạng cùa dãy để tìm quy luật của dãy số: 


a, = - - — 
2 6 30 


1.5 


, „ 3.10 
2.7 2.7 


a 4 = 


20 40 

27 _ 3.9 _ 

50 “ 50 ~ 540 


4.10 

3.9 


=> Dự đoán công thức tổng quát là: u = 


(n-l)(2n + l) 
10(n + l) 


Bằng quy nạp ta có thể dễ dàng chứng minh được công thức tổng quát trên. 

2011(2.2012 + 1) 8094275 

10.2013 20130 


Do đó: u 


‘2012 


(bạng4. DÃY TUYỂN TÍNH CẤP HAI THUẦN NHẤT: 

Ju.=a,u,=b .. .., 

l U n= mU n-l + P U n-2 + 9 

Trong đó: a, b, m, p, q là các hằng số cho trước. 

Thuật toán 

- Bước 1\ Khai báo ban đầu 

Đưa u, vào ô nhớ A bằng cách: a [sỉìtỊ ỊrclÌ (sTO) (ÕÕỊ (a) 

Đưa u 2 vào ô nhớ B bằng cách: b ỊshỊft) (rõ) (sTơ) (s«d| 0 (b) 

Đưa 2 vào ô nhớ D bằng cách: ỊTỊ ỊỊỊỊỊn] gõ) (STO) Ịsĩn) (d) 

{Biến đếm} 

- Bước 2: Ghi vào màn hình 

D = D +1: A = mB + pA + q:D = D + l:B = mA + pB + q 

{D = 3 tức bắt đần tính từ sổ hạng thứ 3} 

- Bước 3: Lặp. 
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Ví dụ 1. Cho dãy số xác định bởi: 


ịít| — 1, a 2 — 3 

| a n+2 = ^ a n+l _a n + * ; 


n 6 N* 


Chứng minh rằng A = 4a n .a n+2 +1 là số chính phương. 

Hướng dẫn thực hành 
Đưa 1 -> A bằng cách: mỉsHÌPĩ]Ị rÕỊR 
Đưa 3 -» B bằng cách: mísíÌTlHR 
Đưa 2 -» D bằng cách: (U @ iD (sm) 

Ghi vào màn hình: D = D + l: A = 2B — A +1: D - D +1: B = 2A - B +1 băng 
cách __ 

@H]llllOSÌHSl±]CEl 

Bấm @ và lặp lại phím ẼD 
Ta được dãy số hạng : 

Uị =1; u 2 =3; u 3 =6; u 4 =10; u 5 =21; u 6 =28; u 7 =36,... 

Ta phân tích các số hạng để tìm quy luật của dãy sô: 


u, =1 = 


1 

2(2+1) 


u 3 = 6 = 


3(3+0 


n(n + l) 

Dự đoán công thức tổng quát của dãy là u n =— 2 


Bằng quy nạp ta dễ dàng chứng minh công thức tổng quát trên là đúng. 
Từ đó: A = 4a n a il+2 + l = n(n + l)(n + 2)(n + 3) + l = (n 2 +3n + l) . 


Do đó, A là số chính phương. 

Cách khác : Từ kết quả tìm được một số số hạng đầu của dãy, ta thấy: 

- Với n = 1 thì A = 4aja-Ị +1 = 4.1.6 +1 = 25 = (2a 2 -1) 

- Vớin = 2 thì A = 4a 2 a 4 +1 = 4.3.10 + 1 = 121 = (2a 3 -l) 2 

- Với n = 3 thì A = 4a 3 a 5 +1 = 4.4.15 + 1 = 361 = (2a 4 -l) 2 

Từ đó ta chứng minh A = 4a n a n+2 +1 = (2a n+1 -1) (*). 
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Ví dụ 2. Tính giá trị cùa biểu thức 



( Trích đề thi HSG MTCT Casio TPHCM, 2006-2007) 
Hướng dẫn thực hành 



Ta chứng minh được: \ H' Y,Y 2 r 

• K =5U n _ ( -5U n _ 2 ;n>3 

Ta COI A—U25 TU?6 
U26 = 5U 2 5 -5U 2 4 => u 2 5 = u 2 4 + — u 2 6 
6U ,, 

Suy ra A=u 2 4 +—-^ L 
Biến đổi ta được: 



Quy trình bấm phím tính u ^2 ;U ^3 
Lưu 2 vào c bằng cách: [ 2 ] ỊsHitĩl gõ) (hỹpỊ 
Lưu 5 vào A bằng cách: [5] [shìftỊ ỊrõI ÍÕÕỊ 
Lưu 15 vào B bằng cách: Q] 00 |SHIFT| ỊrcĩỊ @ 

Ghi vào màn hình: c=c+l :A=5B-5A:C=C+1 :B=5A-5B bằng cách: 

(ÃĨẼHÃ1 pỹp) ÍÃĨPHÃl ÍCÃLCl ĨÃEpHÃỊ (hỹpj FF1 n~l ÍÃĨPÕÃỊ (j^l IÃĨPHÃÌ [(=>] (ÃĨPHÃ1 fcÃLCÌ Ị~5l ÍÃĨPHÃĨ í^l í~5l 
um o B IU H íIphãI IcãlcI IãĩphãI ỊhỹpỊ í+1 m ỊÃipil f^Ị IÃĨPHÃI ra [ÃLPiiÃI ỊcÃĩcl (~5~| 

HOElĩlHB 

Bấm ỊCALCl và lặp lại liên tiếp phím (=] cho đến khi c =c+l= 12 


79 



CĐBD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Plus_ Trần Đình Cư 


0 Ma.th Aũisii 

c=c+l 

_ 12 . 

Bấm (=) ta có giá trị của u 12 là 5031250 

“ 0 Mĩth A 

_ 5031250 

Bấm f=l...p=1 cho đến khi c =c+l= 13 

0 Math Aũisp 

c=c+l 

_lĩ 

Bấm (=) ta có giá trị của u 13 là 18203125 

ã Màth ADisp 

A=5B-5A 

_ 18203125 

Dùng máy tính kết hợp với tính toán bằng tay ta được: 

U| 2 =2531347656250 

SuyraU 2 4= u*2 -488281250=25312988281250 

Tương tự ta tính được: u 2 6=u^ 3 -2441406250=331351318359375 

Suy ra A=u 2 4 =422934570312500 

Vậy A = 422934570312500. 

Bằng phương pháp quy nạp ta cũng dễ dàng chứng minh được (*) là đứng. 

Úạng5. DÃY LUCAS Bậc BA DạNG SUY RỘNG: 

íu,=a,u 2 = b,u 3 =c n > 3 . 

K+l = mU n + P U n-l + q U n- 2 ’ 

Trong đó: a, b, c, m, p, q là các hằng số cho trước. 

Thuật toán 

- Bước 1\ Khai báo ban đầu 

Đưa Uj vào ô nhớ A bằng cách: a (*]] ID (STO) o (a) 


ị 
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Đưa u 2 vào ô nhớ B bằng cách: b |shift| IrõỊ (sTơ) 0 (b) 

Đưa u 3 vào ô nhớ c bằng cách: c |shift| ÌRCLÌ (STO) @ (c) 

Đưa 3 vào ô nhớ D bằng cách: 3 |shift| IrÕỊ fsm| (d) {biến đếm} 

- Bước 2: Ghi vào màn hình 

D = D 4- 1: A = mC + pB + qA:D = D + l:B = mA + pC + qB : 

D = D +1: c = mB + pA + qC 

{D =4 tức bắt đầu tính từ số hạng thứ 4}. 

- Bước 3: Lặp. 

Ví dụ. Cho dãy số xác định bởi: i U| ~ ^2 - 2 ’ u 3 “3 với n > 3. 

K + l =2Ìj n + 3u„_l +4u n-2 

Tính u 20 . 

Hướng dẫn thực hành 
Đưa 1 -» A bằng cách: Q] ỊshiptỊ ỊrcEỊ [ÕÕỊ 
Đưa 2 -» B bằng cách: 00 |shift| ỊrcĨỊ @ 

Đưa 3 —> c bằng cách: GO [SHirrl IrcĨỊ ỊỉiỹpỊ 
Đưa 3 —> D bằng cách: QD |shift| ỊrõI @ 

Ghi vào màn hình: 

P = D + 1:A = 2C + 3B + 4A:D = D + 1:B = 2A + 3C + 4B: 

D = D + 1:C = 2B + 3A + 4C 

Bằng cách: 



Ẩn IcalcỊ và lặp lại phím 1=1 

Kết quả: u 4 =16;u 5 = 49;u 6 = 158;u 7 =527;....;u 20 =2715742016 . 


toạng 6. DÃY PHI TUYẾN CÓ DẠNG 

u. =a, u, =b .. _ „ 

1 2 2 2 ,vớin>2. 

u n + l = mu n + P u n-I 

Trong đó: a, b, m, p là các hằng số. 

Thuật toán 

- Bước ỉ: Khai báo ban đầu 
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Đưa Uị vào ô nhớ A bằng cách: a ISHirrl ỊrcĨỊ (STO) [ÕÕỊ (a) 

Đưa u 2 vào ô nhớ B bằng cách: b |SHIFT| IrclỊ (STO) B (b) 

Đưa 2 vào ô nhớ D bằng cách: 2 |shift| ỊrclỊ (STO) p»| {Biến đếm} 

- Bước 2: Ghi vào màn hình 

D = D +1: A = mB 2 + pA 2 : D = D +1: B = mA 2 + pB 2 
{ D = 3 tức bắt đầu tính từ số hạng thứ 3 } 

- Bước 3: Lặp. 

Ví dụ. Cho dãy số: I U| *’!* 2 2 2 2 . Tính u s . 

K*.= 3 ”Ỉ- 2 "Ỉ-I 5 

Hướng dẫn thực hành 
Đưa 1 -> A bằng cách: co ỊshiptỊ [rclÌ o 
Đưa 2 —> B bằng cách: GO |SHIFT| ÍRCĨ1 F»»Ị 
Đưa 2 -» D bằng cách: [0 |SHIFT| ỊrcĨỊ ísĩĩTỊ 

Ghi vào màn hình: D = D +1: A = 3B 2 - 2A 2 : D = D + 1: B = 3A 2 - 2B 2 
Bằng cách: 

(T| ® © o [D ® © E3 [U ® @ Sd) @ ® @ ỊẽẶĩẽ] B (sm) Ẹ] 
{TỊ B mB B o nn B (13 B B [^3 ED [2] B o QặQB Qg)B Hin) 

ÍÃLPHÃl ÍCÃLCÌ ÍÃĨPHÃÌ fstn| FF1 m IÃLPHÃ1 r^ì ÍÃĨPHÃÌ IÃĨPHÃI ÍCÃLCl (~3l [ÃLPHÃ1 {õ^õì r^ì í^l f2~| {ÃLPHÃ1 FT^1 
Án ỊcalcỊ và lặp lại phím [=1 . Ta được dãy các số hạng sau 
u 3 =10; u 4 = 292; u 5 = 255592 . 

<Ị)ạng 7. DẠNG PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN BẬC NHẤT 

'J u i= a 

Ịu n =mu n _, + í(n), n>l 
Trong đó: a, m là hằng số cho trước. 

Thuật toán 

- Bước ]: Khai báo ban đầu 

Đưa Uị vào ô nhớ A bằng cách: a Ịshift| ỊrcĨỊ (STO) Ịt 11 )] (a) 

Đưa 1 vào ô nhớ D bằng cách: 1 ỊshiftỊ (§D (STO) (iỊn) ( D ) 

Bước 2: Ghi vào màn hình D = D + 1: A = mA + 1(D) 

{ D = 2 tức bắt đầu tính từ số hạng thứ 2} 

- Bước 3: Lặp. 
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Ví dụ. Cho dãy số i U| 3 3 . Lập quy trình tính u,,,. 

K =3u n-l+ n 20 

Hướng dẫn thực hành 
Đưa -3 -> A bằng cách: 0 QD |shift| IrcÌỊ o 
Đưa 1 —> D bằng cách: (T) jSHiFĩ| IrcEỊ Ịsm) 

Ghi vào màn hình: D = D + 1:A = 3A + D 3 bằng cách: 

ÍÃĨPHÃI @ (Ặỹ! ỊÕẸẽ) ÍÃĨPHÃl ísìnì r+l m ÍÃĨPHÃl ÍÃĨPHÃI o (ẬỹH H GD H o 33 
H©©(3] " ' 

Ẩn ỊCALCl và lặp lại phím (=] 

Ta được kết quả: u 2 = -1; u 3 = 24; u 4 =136; u 5 = 533;....; u 20 = 9733934792 


Ỉ)ạng8. DẠNG PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN BẬC HAI: 

ju,=a,u 2 =b 

K = mu n _ị + pu n _ 2 + f(n), n > 2 
Trong đó: a, b, m,p là các hằng số. 


Thuật toán 

- Bước 1: Khai báo các giá trị ban đầu 

Đưa u, vào ô nhớ A bằng cách: a (ậm) (rõ) (STơ) o (a) 

Đưa u 2 vào ô nhớ B bằng cách: b |shift| ỊrcĨỊ (sto) 0 (b) 
Đưa 2 vào ô nhớ D bằng cách: 

2 |shift| §ÕỊ (STO) (sĩn] (d) {Biến đếm} 


- Bước 2: Ghi vào màn hình 

D = D + 1: A = mB + pA + f(D):D = D + l:B = mA + pB + f(D) 

- Bước 3: Lặp. 


Ví dụ. Cho dãy số: 



= 5,Uị =3 

~^ u n-l + 3u n-2 ~ n 


+ 3n 


.Tìm u 2() . 


Hướng dẫn thực hành 

Đưa 5 -> A bằng cách: cu (§10) @ o 
Đưa 3 —> B bằng cách: QD |shift| Ịrc[) F^Ị 
Đưa 1 -» D bằng cách: (T) |SHIFT| ỊrcEÌ ỊỆỊặ) 

Ghi vào màn hình: 


D = D +1: A = 2B + 3A - D 2 + 3D: D = D +1: B = 2A + 3B-D 2 + 3D bằng 
cách 
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ỊẶỊỊẶỊ (sin) ỊẶỊMỊ ỊõịỹO B Hĩãl 53 ŨD Hải GI) HD o BII GO B H GB cu 
H o [13 iH (iõ) E) 0 ì!d) ® Hi í® in (§§ H @ H (in) EỊE 

ÍÃĨPHÃ1 ữ^ì ÍÃLPHÃl ÍÃĨPHÃĨ (CÃLCl l~2l [ÃLPHÃ1 R 11 )] FFI rãi (ÃĨMỊ ỊÃLPHÃÌ fim| r^Ị [ĩĩ dD tĂLPHÃ] 

Ấn ỊcalcI và lặp lại phím GU 

Ta được kết quả: u 2 = 23;u 3 =55;u 4 =175; u 5 =505;....;u 2() =2397164367. 

<Ùạng9. HỆ DÃY SỐ CẤP HAI 

K + I = au „+bv n với |u,=m 

K+l = CU n +dV n l v l = p 

Trong đó: a, b, c, d, m, p là các hằng số cho trước. 

Thuật toán 

- Bước ỉ: Khai báo ban đầu 

Đưa Uị vào ô nhớ A bằng cách: m Ịshift| ỊrclỊ (STO) o (a) 

Đưa Vj vào ô nhớ B bằng cách: p ỊshiftỊ ỊrcĨỊ (STO) E3 (b) 

Đưa 1 vào ô nhớ D bằng cách: 1 ỊshiptỊ ỊrclỊ (STơ) (sin) (d) {Biến đếm} 

- Bước 2: Ghi vào màn hình 

D.= D + 1: X = aA + bB : Y = cA + dB : A = X : B = Y 

{ X, Y lần lượt là giá trị của u n , v n } 

- Bước 3: Lặp. 

Ví dụ. Cho dãy số xác định bởi: j * n ^ J 1_ỉ + 1 __ 0 

• y ly n = 2 Vi +3 yn-i 1 ^ 0 = 2 

Lập quy trình tính (x 5 ;y 5 ). 

Hướng dẫn thực hành 
Đưa 3 -> A bằng cách: GỊD ỊshíptỊ ỊrclỊ o 
Đưa 2 -> B bằng cách: ỊTỊ ỊshiptỊ [rc[Ị 0 
Đưa 0 -» D bằng cách: QD Ịshift| ỊrclỊ [sinl 

Ghi vào màn hình: D = D +1: X = 3A + 4B : Y = 2A + 3B:A = X:B-Y bằng 

CaC ÌH @ill@(ẶỊll(imỊE)[ĩ)HOiDIT| 1101010 
ỊãlphãÌ F^Ị ỊãĩphãỊ Ẹg ỊẶỊỊỊẬỊ Ịs^dỊ ÍÃLPHÃl Ịcãlc) [TỊ Ịãlphãì o [+1ỊTỊ B F^Ị ỊÃĨPÌỊ ílr) ỊÃĨPHĂỊ o 
tÃĨPHĂÌ ÍCÃĨCl IÃLPHÃ1 m ÍÃĨPHÃ1 r^l ÍÃĨPHÃ1 F^ì ÍÃLPÌĨÃÌ ÍCĂĨcl fÃĨPĨĨÃỊ ÍSÌTp) 

Ấn ICALCl và lặp lại phím (=] 

Ta được kết quả (x 5 ;y 5 ) = (.19601; 13860). 


84 





cty TNHH MTV DVVH Khang Việt 


<ÙạnglO. HỆ DÃY SỐ CẤP HAI CHẴN LẺ: 

u„.,=í a v + ? u "’ n= ?, k + 1 vớií u <» = m 

n+2 KIi+du n ; n=2k vơ >;=p 

Thuật toán 

- Bước 1 : Khai báo các giá trị ban đầu 

Đưa Uị vào ô nhớ A bằng cách: 1T1 [shịr] (rcl) (STO) o (a) 

Đưa u 2 vào ô nhớ B bằng cách: p |shift| ỊrcJ (sto) 0 (b) 


Đưa 2 vào ô nhớ D bằng cách: 2 (wĩ) gõ) (STO) (sm) (d) {Biến đếm} 

- Bước 2: Ghi vào màn hình D = D +1: A = aB + bA: D = D +1: B = cA + dB 

- Bước 3: Lặp. 

Ví dụ 4. Cho dãy số (u„) xác định bởi 


1 u 7 =2, 


:|2u n+l +3u n ;n = 2k + l 
l 3u n+i +2u^;n=2k 


a) Tính các giá trị của u 1() , u |5 , u 2| 

b) Gọi s n là tổng của n số hạng đầu tiên của (u n ). Tính S| () , S |5 , S 20 

(Trích đề thi HSG MTCT Phú Yên , THPT, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Đưa 1 —> A bằng cách: ÍT 1 ÍSHĨFTÌ 10 ỊÕÃỊ 

Đưa 2 —> B bằng cách: Ị 2 I |SHIFĩ| (rCL F 

Đưa 2 -» D bằng cách: QTỊ |SHIFĩl ỊrcEỊ ísỉnỊ 

Lưu 3 vào X bằng cách: GO (shịr) gõ) [7] {biến tổng} 

Ghi vào màn hình:D=D+l:A=2B+3A:X=X+A:D=D+l:B=3A+2B:X=X+B bằng 
cách: 


dl ÍSHĨPTÌ ÍMH f2~l fSHĨFTÌ [Ren fsĩn| ỊÃc] m [SHĨPĩl [ÌCLÌ fc=>ì (~2l ÍSHtPrì fRCp 
ẸTg [23 [shĨFĨỊ [rÕLI (sĩnl (~3l fsHĨFĩl [RCLl m ÍÃLPHÃÌ ísỉnl 1ÃĨPHÃ1 (CÃLCl ÍÃLPHÃÌ IsỉrTI R 1 ] 

ŨD HI Gã S o s s (2] s 0 (±) [3] S) o s © 

ÍÃĨMĨ m ÍĂĨPHÃÌ ÍCÃLCÌ ÍÃŨPHÃÌ n~l FR ÍÃLPHÃl fc=)Ị ÍÃĨPHÃÌ ÍÃĨPHÃI fsin1 ÍÃĨPHÃÌ ÍCÃLCÌ 

HJịộ] 

ÍÃĨPHÃ] r^n ÍÃLPHÃl m ÍÃLPỈŨ] ÍCÃLCl ÍÃĨPHÃ] FFí ÍÃĨpRÃI 


Bấm ỊCALCl vả lặp lại phím bằng cho đến khi D= D+ 1 = 10 


Q< 
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Bấm [=) ... (=0 cho đến khi D = D + 1 = 21 

0 Math ÁDisp 

_2L 

Bấm (MI ta được giá trị U 21 là 9884879423 

■ 0 Math ẮDiỉp 

9884379423 

Vậy 

u 10 = 28595; s, () = 40149; u ,5 = 8725987; S 15 = 13088980; 
s‘ () = 494243971 1; u 2| = 9884879423. 


II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

2009 

BT 1. Dãy số (u n ) được cho bởi công thức u n -2n+ .. , với mọi r 

n 

dương. Tìm số hạng nhỏ nhất của dãy số đó. 

Lòi giải và đáp số 

Đặt f(x) = 2x + —~ , xe[l;+°o) 

X 2 


f'(x) = 2- 


4018 2x 3 -4018 


,3 


f'(x) = 0OX: 


4018 


í 12.618 


Hàm sổ nghịch biến trên [1; 12,618], đồng biến trên [12,618; + 00 ] 
=> Dãy số (u n ) đạt giá trị nhỏ nhất tại 11=12 hoặc 11=13 
Tính U 12 , u 13 


Ghi vào màn hình: 2X + 


2009 

X 2 


Ấn ICALCl nhập 12 ấn 0=0 Kết quả: = 37,9513^8) 

Ấn IcalcỊ nhập 13 ấn (MO- Kết quả: = 37,(88757396449...) 


Suy ra số hạng nhỏ nhất của dãy số là u |3 = 


5465 

144 


nguyên 
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Nhận xét: Đối với bài trên, ngoài cách giải bằng phương pháp đạo hàm ta có 


thể sử dụng bất đẳng thức cô-si như sau: 2 n + 


2009 2009 ^ . 3 / 7 — 

— 7 - = n + n + —— > 3 V 2009 


Dấu “=” xảy ra khi n - n = —^ o n = 3/2009 « 12,618 

n 2 

Vì n e N* nên ta xét giá trị n = 12,n = 13 . 

BT2. Cho dãy số (ư n ):U, = Vi; U 2 =73 + 73 ;U n =^3 + >/3+ ^3 + ... + V3 
(n dấu căn) . Tính U 2009 . 

(Trích đề thi HSG MTCT tỉnh Thanh Hóa - 2009 đề B) 
Lòi giái và đáp số 

Ấn GO HE). Nhập: >/3 + Ans 

Ẩn [=1...f=1 2009 lần hoặc đến khi có 2 kết quả liên tiếp bằng nhau. 

Kết quả: 2,302775638 
Vậy U 2(KW =2,302775638. 

BT 3 . Cho dãy số ía n ) được xác định theo công thức: 


a! = 1, a 2 = 2, a n+2 = 4a n+ | + 3a n với mọi n nguyên dương. 

Hãy tính giá trị của a |5 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Thanh Hóa, THPT, 2006-2007) 
Huóng dẫn thực hành 
Lưu 1 vào A bằng cách: (T) ISHirtl IrclỊ [ỠÕỊ 
Lưu 2 vào B bàng cách: 00 |shift| ỊrcQ F^Ị 
Lưu 2 vào c bằng cách: |shift| ỊrcĨỊ ỊhỹpỊ (biến đếm} 

Ghi vào màn hình: C = C + 1:A = 4B + 3A:C = C + 1:B = 4A + 3B bằng cách: 

0 @ @3 s H © GED [ 1 ] H ® s o H @ ŨĐ s 0 E)® 
B O BIHỈBSI iiBii Hĩìíĩii l l l lIi BiiB tĩl 
H o E) GĐ s s 

Bấm ỊCALCl và lặp lại phím du cho đến khi c=c+l = 15 



Bấm (=] ta có giá trị của a |5 là 1090820819 
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0 Mn.th ÀDisp 

A=4B+3A 

_ 1090820819 

Vậy a 15 =1090820819. 

BT 4. Cho 11=1-— + -—-+... + íi'j———— (i = l nếu n lẻ, i=-l nếu n 

2 2 3 2 4 2 n 2 

chẵn, n > 2 ). Tính u 2() , u 25 , u 3() . 

(Trích đề thi HSG MTCT Quáng Bình, BTTH, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 
Lưu 1 vào A bằng cách: (T) Ịshịõ) gõ) o 
Lưu 1 vào X bằng cách: (TỊ (sỊìt) @ (TI 


Ghi vào màn hình: A = A +1: X = X+ (-l) A+l bằng cách: 

ÍÃĨPHÃÌ ÍTT fÃLPHÃt ÍÕÃLCIÍÃLPHÃ1 [<=>1 r+n m ÍÃĨPHÃI r^Ị ÍÃLPHÃ1 m ÍÃĨM1ÍCÃLCÌ ÍÃĨPÍĨÃĨ m FFÌ m r^ì 

CD (XI © H o BB en ® (KI ® H o 0 (T) ® di o H3 

Bấm ỊcalcỊ và lặp lại liên tiếp phím (=] cho đến khi A = A +1 =20 



Bấm (D ta được giá trị u 2() = 0,8474920248 


0 Math À 

X=X+(-D a+1 *^ 

0.8474920248 


Bấm (=) ... (=1 cho đến khi A = A +1 =25 



Bấm(D ta được giá trị u 25 =0,8895124152 


0 Msith A 


X=X+(-l) A+1 x^ 


0^8895124152 
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Bấm (HI cho đến khi A = A +1 =30, 

ã Ma.th ADisp 

A=A+1 

_ ._^Ũ_ 

Bấm (=0 ta được giá trị ta được giá trị u 3() = 0,8548281618 

Vậy u 20 = 0,8474920248 ;u 25 = 0,8895124152 ;u 30 =0,8548281618 


□ 

Lưu ý: Ta có thế tỉnh u 20 , u 25 , u 30 bằng cách dùng phím chăng hạn: 

□ 


20 í 

Để tính u 20 la nhập vào màn hình: 1 + -( _ l) 

x=2 \ 

ta được kết quả: 


X x-i 

X ——- 

X 2 J 


ấn phím (=0 



□ 

Tương tự ta tính được u 25 , u 30 . Tuy nhiên, dùng chức năng ^ochi tìm được 

□ 

một số hạng sau mỗi lần ấn phím. Sừ dụng thuật toán theo cách giải một ta có thê 
ghi ra được nhiều số hạng u k , sau mỗi lần lặp. 

BT 5. Cho dãy số (u n ) biết u, =3, u 2 =5, u n+1 =3u n -2u n _ị - 2(n là số tự nhiên 
và n > 2 ). 

a) Lập quy trình bấm phím tính u n . 


b) Tính u 33 và tổng S 33 = Uị +u 2 + ... + u 33 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Quảng Ngãi, BTTH, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Lưu 2 vào c bằng cách: d] ỊshiftỊ IrcĨỊ [iĩỹpỊ {biến đếm} 

Lưu 3 vào A bằng cách: d] |shift| [rcl] o 
Lưu 5 vào B bằng cách: do |shift| ỊrÕỊ EĨ3 
Lưu 8 vào X bằng cách: QỆD dHI © Q3 {biến tổng} 

Ghi vào mân hình: c=c+l :A=3B-2A-2:X=X+A:C=C+1 :B=3A-2B-2:X=X+B 
bằng cách: 
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Bấm ịCALCl và lặp lại liên tiếp phím uu cho đến khi c = c + 1 = 33 


0 Math ÁDisp 

C=C>1 

I_33. 

Bấm (=] ta có giá trị cùa u 33 là 67 

0 Mith ÀDisp 

A=3B-2A-2 

_67. 

Bấm du ta có giá trị của S 33 là 1155 

i Măth ÁDisp 

X=X+A 

_ 1155 

Vậy u 33 =67;S 33 =1155. 

BT 6. Cho dãy số (u n ) với Uị = 2, u 2 = 3, U n+I = 4u n + 5u n _! 

Tính u |2 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Kiên Giang, THPT, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Lưu 2 vào c bằng cách: GD (sS) @ ịhỹg {biến đếm} 

Lưu 2 vào A bằng cách: GO Ịshìft] IrclI o 
Lưu 3 vào B bằng cách: GD Ịsmrrl ỊrcEỊ 0 

Ghi vào màn hình: C=C+1:A=4B+5A:C=C+1:B=4A+5B bằng cách: 
11111 @fflH]S®SOB@[4]S0Ị±3[Ì] 

ỊẶịH o mi © H ® H @ H H CD s ® iD s H ® 13 
BOS3ỊỊ3BB 

Bấm ICALCl và lặp lại phím (=] cho đến khi c = c + 1 = 12 

[3 Mãth ÂDisp 

c=c+l 

_12 
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Bấm ẼD ta có giá trị của U|2 là 40690103 



Vậy 11,2=40690103. 


BT 7. Cho dãy số (u n ) xác địnhUị = 1, u 2 =2, u n+2 = 2u n+| +3u n 


a) Tính các giá trị của Uị () , u 20 . 

b) Gọi S n là tổng của n số hạng đầu tiên của dãy (u n ). Tính S 20 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Phú Yên, BTTIi, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Lưu 2 vào c bằng cách: cu {shĩft) gõ) ỊhỹpỊ {biến đếm} 

Lưu 1 vào A bằng cách: (T| ỊsmrrỊ ỊrcĨỊ [ÕÕỊ 

Lưu 2 vào B bằng cách: [U |shift| IrcĨỊ cu 

Lưu 3 vào X bằng cách: cu ỊshiftỊ ỊrclỊ Q3 {biến tổng} 

Ghi vào màn hình: C=C+1:A=2B+3A:X=X+A:C=C+1:B=2A+3B:X=X+B 

ỊÃilÃỊ ỊíiỹpỊ IÃĨPHÃI [cÃLcl [ÃĨPHÃÌ [ĩĩỹpl [+1 rn ÍÃLPHÃ1lĩr) ỊÃÌM1 F>1 ỊÃữil ỊcÃĩcl cu ịÃĨPÌỊ FU GB ỊTỊ 
ÍÃLPHÃl f?=)1 ÍÃĨPHÃi fx^ì ÍÃĨPHÃÌ m ỊÃtPHÃÌ [CÃLCl ÍÃĨPHÃ 1 m 1+1ĨÃLPHÃỊ fõ=>1 [ÃLPHÃÌ (ZR ỊÃLPHÃỊ [hỹpỊ tÃĨPHÃ] [ẽÃĨU 

íĩiiii^mmwi^íMiraí^mruMRm[3iwRW(^ỊgiỊ 
m IÃĨPHÃÌ ícÃĩxi ÍÃLPHÃI m r+1 

Bấm ỊcalcỊ và lặp lại phím (=0 cho đến khi c = c +1 = 10 
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Bấm HU ta có giá trị của u 20 là 871696100 



BT 8. Cho U| =33, u 2 =122, u n+2 =6u |1+| -9u n . Tính x |4 -5x |3 . Viết quy trình 
bấm phím. 

Hướng tlẫn thực hành 

Lưu 2 vào A bằng cách: (TỊ (sin) IU o {biến đếm} 

Lưu 33 vào B bằng cách: GU [ 3 ] ỊshiftỊ Ịrc[| 0 

Lưu 122 vào c bằng cách: m nn (~2~| ỊshiftỊ ỊrclỊ ỊhỹpỊ 

Ghi vào màn hình: A=A+1 :B=6C-9B:A=A+1 :C=6B-9C bằng cách: 

(Ậỹ§) o H ® du o OĐ ŨD s © H B s @ © o ® 0 GD 
H 0 H o du o @n ® @ o BB CD H o H @ nn (ỊỊẬẸẽ] di 


B0SCEHÌ 

Bấm ICALCl và lặp lại phím (=) cho đến khi A = A +1 = 13 



Bấm GU ta được A = A +1 = 14 



Bấm (=) ta có giá trị của x |4 ( đọc giá trị tại C) là 211513518. 
Ghi vào màn hình: C-5B. Bấm (U ta được - 120637107 
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Vậy x 14 -5x,3 =- 120637107. 

BT 9. Cho dãy số (a n ) xác định bởi a, = 0,20022003, a n =-—í— 

1-a n-l 


Tính a 2003 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Đồng Nai, buổi thi thú hai, THPT, 2002-2003) 

Hướng dẫn thực hành 

Lưu 0,20022003 vào bộ nhớ Ans bằng cách: 0,20022003 

(S 0 (2 (S [0 SJ [DIB ta E1 (D 

Ghi vào màn hình: -—^— 

1-Ans 

Bấm (=0 ta được giá trị của a 2 là 1,250343891 
Bấm (=) ta được giá trị của a 3 là - 3,994505295 
Bấm dU ta được giá trị của a 4 là 0,20022003 
Bấm (=) ta được giá trị của a 5 là 1,250343891 
Bấm (=0 ta được giá trị của a 6 là - 3,994505295 
Bấm 0=Ị ta được giá trị của a 7 là 0,20022003 
Bấm (=] ta được giá trị của ag là 1,250343891 
Bấm (=] ta được giá trị của aọ là - 3,994505295 
Suy ra (a n ) tuần hoàn với chu kì là 3 

Ta có: 2003 chia 3 được dư là 2 =>a 2 003 -&2 =>32003 = -3,994505295 
Vậy a 2 003 = -3,994505295. 

BT 10. Cho dãy (u n Ị được xác định như sau: 


U| =1, u 2 =2, 


U n+2 


|2u„ + i-3u n ;n = 2k + l 
I 3u n+I + 2u„;n=2k 


Tính u |0 , u 15 , u 20 . 

Hướng dẫn thực hành 

Lưu 2 vào X bàng cách: d] @ (rõ) 0 {biến đếm} 
Lưu 1 vào A bằng cách: Q3 |shift| ỊrcQ ỊÕÕỊ 


Lưu 2 vào B bằng cách: 00 |shift| ỊrclỊ 0 

Ghi vào màn hình: x=x+l :A=2B-3A:X=X+1 :B=3A+2B bằng cách: 
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Bấm [CÃLClvả lặp lại phím (=) cho đến khi X = X + 1 = 10 

0 Math ADisp 

x=x +1 

I_10. 

Bấm (=] ta được giá trị của U| () là 1667 
Bấm (=]...(=) cho đến khi X = X + 1 = 15 

s Ma.th ADisp 

x=x+l 

_15. 

Bấm @ ta được giá trị của u |5 là 79981 

13 Ms.th ADisp 

A=2B“3A 

__ 79981 

Bấm ẼD... GU cho đến khi X = X + 1 = 21 

0 Math ADisp 

x=x+l 

_2L 

Bấm (=] ta được giá trị của U 21 là 17276051 

0 Mith ÀDisp 

A=2B-3A 

_ 17276051 

Vậyu,o-I667 ;u,s-7998I;U2i= 17276051. 

BT 11. Cho dãy số (u n ) thỏa Uj = u 2 = 1, U n+ | = u n + u„_| với mọi n >2 

a) Tính u 25 

b) Tính f( n )=K-4- U n-2- U n-2- U n| VÓ ' Ìn= 13 > 14 7 15, 16, 17, 18, 19 

Hướng dẫn thực hành 

a) Quy trình bấm phím tính u 2 5 

Lưu 1 vào A bằng cách: ỊTỊ ỊshiptỊ gõ) ỊÕÕỊ 
Lưu 1 vào B bằng cách: ỊTỊ ỊshiptỊ ỊrclỊ @ 

Lưu 2 vào c bằng cách: ỊT| ỊỊm) gõ) (hỹpỊ {biến đếm} 

Ghi vào màn hình: c=c+l :A=B+A:C=C+1 :B=A+B bằng cách: 
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OB)(i9B)@BI@BI®[ĩ]0B)II3BI0B)@BI(E>) 

EB lALPHAl 0 


Bấm (Mộ) và lặp lại phím [=) cho đến khi C-C+l-25 



0 

Math ADisp 


oc+l 

ỌP, 

Bấm (=0 ta được giá trị của u ?5 là 75025 



b) Quy trình bấm phím tính u n _ 4 .u n _ 2 - u n _ 2 .u n 


Dùng công thức truy hồi để biến đổi, ta được: u n = 3u n _3 + 2u n _ 4 
Suy ra: |u n _ 4 .u n _2 - u n _ 2 .u n | = u n _2 (3u n _3 + u n _ 4 ) 

Ta có: ib=T;ui=3 

Lưu 3 vào X bằng cách: [ 3 ] ỊshiptỊ ỊrcĨỊ D3 
Lưu 1 vào B bằng cách: m (shỉptỊ ỊÕỊ R 
Lưu 2 vào c bằng cách: ỊTỊ [sHĨrr] Ị1ĨỊ ỊhỹpỊ 
Ghi vào màn hình: 

x=x +1 :A=C+B:A(3C+B):X=X+1 :B=A+C:B(3A+C):X=X+1 :C=B+A:C(3B+A) 

BíDBBBEaBBlB ọiBjigÌgẼl 33 Bỉ 
EO) BI (Zã B) o 0 CH BI ® ffl B) 0 03 B) ©HIraBẼM] BI 

(ẶỊẬỊ o g] ỊẶỊẬỊ a BBlBBBBBBggBgBB 
HỊệẶlHSCBBISBIEIBISCDCHBISEIBIOO] 

Bấm ỊcalcỊ và lặp lại phím (=0 cho đến khi x= x+l = I 1 
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Bấm (=](=) ta được giá trị của f(l 3) là 17711 



f( 15) = 121393 ; f( 16) = 317811; f( 17) = 832040; f( 18) = 2178309; 
f( 19) = 5702887. 

BT 12. Cho dãy số (u n ) xác định bởi: 

u,=l, u 2 =2, u 3 = 3, u n =u n _,+2u n _ 2 +3u n _3, (n>4) 

Tính giá trị của u 22 và tổng S 22 của 22 số hạng đầu tiên của dãy số (u n ) 

Hướng dẫn thực hành 
Đưa 1 vào ô nhớ A bằng cách: (T)[shỊhỊ©0 

Đưa 2 vào ô nhớ B bằng cách: [~2~l |shÌFĩ] ÍRCLÌ Ị 0 9 99 ] 

Đưa 3 vào ô nhó' c bằng cách: QT) |SHIFT| ỊRCLỊ ỊhypỊ 

Đưa 3 vào ô nhớ X bằng cách: l~3~| ỊshiptỊ (rclI ITỈ {biến đếm} 

Đưa 6 vào ô nhớ D bằng cách: © ISHinl [rclỊ (sm) {biến tổng} 

Ghi vào màn hình: 

x= x+l :A=C+2B+3A:D=D+A:X= x+l :B=A+2C+3B:D=D+B:X= x+l :C=B+ 
2A+3C:D=D+C bằng cách: 

{ÃĨPHÃÌ m ÍÃĨPHÃIÍÕÃLCÌ ÍÃỮHÃÌ m r+1 m ÍÃCPHÃI [ÃĨPHÃI 1ÃEPÌĨÃ1 ÍCÃLCl ÍÃĨPHÃ1 [hỹpl FFI r^ì ÍÃLPĨĨÃÌ 
F^1 FR í~3l ÍÃĨPHÃÌ R-ìì ÍÃiMl n^l ÍÃÌM1 fsĩnì IÃĨPHÃ1 ÍCÃLCl ÍĂĨmÃI fsm| r+l ÍÃĨPHÃÌ ÍÃEpHÃỊ r^ì tÃLPHÃÌ m 
ÍÃĨPHĂÌ ÍCÃLCl ÍÃĨPHÃt m RFI m ÍÃỈMl fj^ì iÃĨPHÃĨ [77^1 [ÃĨPHÃ1 ÍCÃLCl [ÃĨPHÃÌ RR r^l ÍÃĨPHÃ1 [hỹpl r+1 f3~l 
( "T B ÍÃĨPHÃĨ 1 ^ ) ÍÃĨPHĂl ísĩrn IÃĨPHÃ1 fcwlc| [ÃLPHÃ1 ísỉnì 1+1 ÍÃĨPHÃl F7^] ÍÃĨPHÃl r^ì ỊÃĨPHÃ1 m ÍÃLPHÃl ÍCÃLCÌ 
ĨÃĨPHĂI m [+1ỊTI lÃLPHÃI |Ịã| ÍÃĨPHÃl ỊhỹpỊ ỊÃĨPỈÌĂl ỊcÃEcì 1ÃĨPHÃI ra Ị+ì [TỊ ÍÃĨPHÃI F)| [+1 [31 ÍÃĩPil ỊíiỹpỊ 

ÍÃĨPHÃI (^) ÍÃĨPHÃÌ fsm| IÃĨPHÃÌ [CÃĨCÌ [ÃĨPHÃĨ [ sĩn | f+1 ỊÃÌml íỉĩỹpl 

Bấm ỊCALCl sau đó lặp lại phím (=] cho đến khi X = X +1 =22 
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Bấm (=0 ta có giá trị của u 22 là 53147701 


Màth ẢDispl 


A=C+2B+3A 

53147701 


Bấm (=] ta có giá trị của S 22 là 91816783 


D=D+A 


htath ADispl 


91816733 


Vậyu 2 2= 53147701; S 22 = 91816783 
BT 13. Tính chính xác giá trị của biểu thức: 


c = 


5 + V 5 


s24 


5-SỶ (5 + 4ỉỴ\(5-^5 


V 2 y 


+ 


26 / 


V 2 , 


+ 


\26 


Hướng dẫn thực hành 


Đặt u 


5 + S) { 5 -V 5 




2 

Ta chứng minh được: i ~ r’,^ 2 ~~ * r„ . „ . - 

s K= 5 V,-5u n _ 2 ;n*3 

Ta có: u 26 = 5u 25 - 5u 24 => c = u 24 + u 26 = 5u 25 - 4u 24 
Ghi vào màn hình: c=c+l :A=5B-5A:OC-H :B=5A-5B 
Bấm ICALCl . nhập giá trị 2 cho c, bấm 0=0, nhập giá trị 15 cho B, bấm , nhập giá 
trị 5 cho A, bấm ẼO 

Bấm ẼU... f=lcho đến khi c = c + 1 = 24 



Bấm [=) ta có giá trị của U 24 ( được lưu ở B) 

B=5A-5B 


Mstth A 


2.531298828xm 13 
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Bấm Í=1... (=1 cho đến khi c = c + 1 = 25 



Ghi vào màn hình: 5A-4B. Bấm (=] ta được: 3,566643066x1 o 14 
Ghi vào màn hình: Ans-3,56664306xl0 14 
Bấm bấm (U ta được: 640625. Suy ra c = 356664306640625 
Vậy c = 356664306640625. 

BT 14. Cho 

s, = 81, S- =s, +225, s, =s, +s, +625, s, =s, +s, +S. + 1521, 
s' = s, +s 2 +s 3 +s 4 +3249!... 

Tính S 8 , Sy, S 1() . 

Hướng dẫn thực hành 
Công thức tổng quát của dãy này như sau: 

's, =81 

s n =Sj+... + S n _,+|2n 2 + 7j 

Lưu 1 vào A bằng cách: (TỊ |SHIFT| ÍRCp [ÕÕỊ 

Lưu 81 vào c bằng cách: QậQ ỊT| |shiftỊ ỊrcĨỊ Ịhỹpị 

Ghi vào màn hình: A=A+1 :B=C+(2*A 2 +7) 2 :C=C+B bằng cách: 

[ÃĨPHÃ1 ỊT+ÍÌ ÍÃÍPHÃÌ (cãlcỊ IãĩphãỊ (TÕỊ FFì rn IÃĨPHÃ1 ÍJ^1 IÃCphã] ÍÃĨPHÃI [cãĩcỊ ĨÃĨPHÃI [HỹpỊ R^l m (~2~i 

Bấm ICALCl và lặp lại phím ẼD cho đến khi A =A+1= 8 
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Bấm Ị=Q ta có giá trị của S K là 89280 

0 Ma.th ADisp 

B=C+(2xA 2 +7) 2 
7 _ 89280 

Bấm (=]...{=) cho đến khi A = A+l=9 

[3 Màth ÁDisp 

A=A+1 

_9. 

Bấm (=) ta có giá trị của S 9 là 188896 

[3 Mstth ADisp 

B=C+(2xA 2 +7) 2 
__ 188396 

Bấm [=)...(=] cho đến khi A =A+1= 10 

0 Mstth ÀDisp 

A=A+1 

___ 10 . 

Bấm 0=) ta có giá trị của S )() là 392080 

0 Mĩth Aũisp 

B=C+(2xA 2 +7) 2 
_ 392080 

Vậy s 8 =89280;Sọ =188896;S,0 =392080 
BT 15. Cho ƯJ = 2, U n+Ị = U n + 2n . Tính chính xác giá trị của U 2()]5 

Hưó’ng dẫn thực hành 
Áp dụng quy luật truy hồi trên, ta được: 

Ư 2 =U|+ 2 xl 

ui =u 2 + 2 x 2 
U 4 =uj +2x3 


U2014 “U2013 +2x2013 
U 2 0I5“U 2 0I4 +2x2014 

Cộng vế theo vế các đẳng thức trên và rút gọn, ta được: 
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U2015 -Ui +2x( 1 + 2 + 3 +...+ 2014 ) — 2 + 2 X 


2014(2014 + 1) 
2 


Dùng máy tính ta tính được: U 2015 =4058212. 

BT 17. Cho dãy số (U„): u, =^;U 2 = ÍW5;U n =^/5 + ^5 + V5 + ...+ V? 

(n dấu căn). Tính U 2009 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Thanh Hóa, THPT, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Lưu \Ỉ5 vào ô nhớ Ans bằng cách: 00 (=] 

Ghi vào màn hình: Vi+Ans bằng cách: ® [5] (+) @ 

Bấm (=]... im cho đến khi 2 kết quả liên tiếp bằng nhau ( 2,791287847) thì 
dừng. Đó cũng là kết quả của bài toán. 

Vậy U 2009 -2,791287847. 

BT 18. Cho a„ = 2008,a njtl =-Ì-, n eN, 0<n< 1003 . 

0 a n +l 


Hãy tính giá trị bé nhất của phần nguyên a n . 

Hướng dẫn thực hành 
1 


Ta có: a„ 


a n + i = a n 


a n + 1 


= 1 - 


a n +1 


>0 


Suy ra a () > aj > a 2 >... > a n >... 

Với 0 < n < 1003 

a n =a () +(a ( -a () ) + ... +(a n -a n _,) 

= 2008-n + —!— + ...+—ỉ— >2008-n> 1005 

a 0 +1 a n-i +1 

Vì a () >a ( >a 0 >a n >...nên 

1 1 n 1003 , 1003 

--— + ... +----<-——- < —- - < - 7 = 1 

a 0 +1 a n _, +1 a n _, +1 a, 0()2 +1 2004 -1002 +1 

Vậy giá trị phần nguyên bé nhất của a n là 1005 đạt được khi n = 1003 . 


BT 19. Biết X, =ị;X 7 =Ị;X„ 
2 2 5 11 


15.X n _ 2 -6X n _, 


Tính x 2() 


Hướng dẫn thực hành 

Lưu 2 vào A bằng cách: [ 2 ] ISHirrl IrcO [ÕÕỊ {biến đếm} 
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Lưu “ vào X bằng cách:ỉĩlll ỊỊD [shìft) ỊrclỊ QD 
Lưu ~ vào Y bằng cách: mf¥1 [ 5 ] ỊshÌtỊ [rÕỊ(s^ÕỊ 

Ghi vào màn hình: A = A+l: X = ————: A = A+l: Y = —— —— băng 

15X-6Y 15X-OY 

cách: 

IÃLPHÃ1 F)Ị ĨÃĨPHÃÌ ícÃĩcl (ÃĨPHÃ1 F)| í+1 ỊTỊ ỊÃÌMI ílrỊ [ÃĨPHÃỊ [TỊ ỊÃĨPl] ỊcÃĩc] (5] nn QỊỊ ỊHẬỊ 
@ ® (D [5] s (TỊ E) GD H ® ® ®ỊS 1® o 33 

m ỊÃĨPÍiÃ] Í13 ÍÃĨPil ís^Dl IãĩpìỊ ÍCÃĨCÌ SO ÍÃÌPHÃI m ỊÃĨPÌỊ ra (ỹ) [TI [U ỊÃĨPÌ (TỊ B [p ỊỊỊẬỊ 

Bấm ÍCÃLCl và lặp lại liên tiếp phím (=) cho đến khi A = A+l=20 

0 Math ADisp 

A=A +1 

_2Ũ_ 

Bấm (=1 ta cỏ giá trị của x 20 là -1,592005155x10" 8 

0 Mxth Ã 

v = ttV 

I_ Ì5X-6Y 

-1.592005155x.ĩ 15 

Vậy giá trị của x 2() lả-1,592005155x10' 8 
BT 20. Cho dãy số với Xj = I, x 2 = 2, x 3 = 3, x n+3 = 2x x+2 -3x n+| + x n . 

Viết quy trình bấm máy tính x n để tính x 40 , S 4() và x 45 , S 45 . 

Biết S n =x, +x 2 +x 3 + ... + x n _ị +x n . 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2014-2015) 
Lòi giải và đáp số 

Gán 1 -» A; 2 -» B; 3 -> C; 3 -> X; 6 -> Y , Y là biến tổng 
Ghi vào màn hình; 

X = X + 1:D = 2C-3B + A:Y = Y + D:X = X + 1:A = 2D-3C + B:Y = Y+.A: 
x = x + l:B = 2A-3D + C: Y = Y + B:x = x +1 :C = 2B-3A+ D: Y = Y +C 
Ấn ICALCl sau đó lặp lại liên tiếp phím ©cho đến khi 
X = 40; x 40 = 12931327, Y = 20310400 
X = 45; x 4 5 = 134978795, Y = 77858002 
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^hủ ầề 3: 

PHƯƠNG TRÌNH VÀ HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

<ùạng 1. PHƯƠNG TRÌNH 

Phương pháp và một số lưu ý khi giải dạng toán này 

1. Kiến thức máy tính 

■ Cần nắm chức năng giải phương trình |shiftỊ ỊCALCl (SOLVE) 

■ Chức năng giải phương trình bậc hai: iMODEl nn [~3Ì 
B Chức năng giải phương trinh bậc ba: ỊmodeỊ ĩ~5~l ri 

B Sử dụng được chức năng TABLE dò nghiệm được nghiệm phương trình. 

2. Kiến thức toán 

B Vẽ được đồ thị hàm số sơ cấp, dựa vào đồ thị xác định được số nghiệm 
phương trình, số nghiệm của phương trình f(x) = g(x) chính là số giao điểm của 

đồ thị hàm số (c) : y = f (x) và đồ thị (c): y = g(x). 

“ Nếu hàm số y = f(x) luôn đơn điệu trên D (hoặc luôn đồng biến, hoặc luôn 

nghịch biến trên D) thì số nghiệm của phương trình f(x) = m không quá 1 nghiệm 
và f(x) = f(y) khi và chỉ khi X = y 

s Nếu hàm số y = f(x) luôn đơn điệu trên D (hoặc luôn đồng biến, hoặc luôn 

nghịch biến trên D) và hàm số y = g(x) là hàm hằng hoặc đơn điệu ngược với hàm 

y = f(x) thì số nghiệm của phương trình f(x) = g(x) không quá 1 trên D. 

Từ đó: Đẻ chímg minh phương trình f(x) = g(x) (*) có nghiệm duy nhất, ta thực 
hiện các bước sau: 

® Chọn được nghiệm X() cùa phương trình. 

® Xét các hàm sổ y =f(x) (Cị) vày = g(x) (Cị). Ta cần chúng minh một hàm 
sổ đồng biển và một hàm sổ nghịch biến. Khi đó (Ci) và (Cỵ) giao nhau tại một 
điếm duy nhất có hoành độ X(). Đó chính là nghiệm duy nhất cùa phương trình (*). 

a Nếu hàm số y = í'(x)có đạo hàm cấp n trên D và phương trình f (k) (x) = 0 

có m nghiệm, khi đó phương trình f <k-l) (x) có nhiều nhất là m + 1 nghiệm 

■ Cho hàm số f(x) xác định và liên tục trên đoạn [a,bj. Nếu f(a).f(b)<0 
thì phương trình có ít nhất một nghiệm thuộc (a,b) . 

I. CÁC Vỉ DỤ ĐIỂN HÌNH 

Ví dụ 1. Tìm một nghiệm gần đúng của phương trình: X 2 +2sinx -1=0. 

(Trích đề thi HSGMT Thái Nguyên năm 2003, THPT lớp 12) 
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Hưóìig dẫn thực hành 
Chọn đơn vị đo góc là radian: |SHIFT| ỊmÕũẽỊ [TỊ 

Ghi vào màn hình: X 2 + 2sinX -1 = 0 bằng cách: 

ÍÃLPHÃỊ m fx^Ị RR nn ísỉiĩi ÍÃĨPỈÌÃI (71 m R m 1ÃĨPHÃ1 íẽÃEci ÍÕ1 

Ản |SHiFT| ICALCỊ Nhâpnn 1=1 . Màn hình hiển thị 

mm ® Math 

x 2 + 2 siri 00 - 1 = 0 ., 
x= 0.4230281819 
ỈL-R= 0 

Vậy một nghiệm gần đúng của phương trình là: X as 0,4230281819. 

Lòi bình: Đe bài yêu cầu tìm một nghiệm gần đúng của phương trình, nên ta 
chỉ cần chỉ ra một nghiệm như trên là đủ. Câu hỏi đặt ra là liệu phương trình trên 
có bao nhiêu nghiệm? 

Vẽ trên một hệ trục tọa độ đồ thị của hai hàm số y = X 2 - 1 và y = -2sinx 



Dựa vào đồ thị hàm số ta thấy phương trình trên có tối đa hai nghiệm (hai giao 
điểm). Sử dụng chức năng | shift| ỊcalcI ta tìm được nghiệm còn lại cùa phương trình là 
x =-1,725171205. 

— _ __ • 

X 2 +2sinOO-Ị=ĩi 
x= r l.725171205 
L-R= 0 

Ví dụ 2. Tính gần đúng các nghiệm của 3 X =4x + 5cosx 

(Trích đề thi Toàn quốc lóp 12 THBT, 2005. Đe dự bị) 
Hướng dẫn thực hành 

Ghi vào màn hình: 3 X = 4x +5cosx (đơn vị đo góc là rad) bằng cách: 

[D {£) m m (E> m iD ® m DD S) dí(£ội m m m 
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Ấn |shift| [CALCỊ nhập 0 (TỊấn f=1 . Màn hình hiển thị 


3*=4X+5cos (10 
x= -0.78143191 
ỈL-R= n 

Kết quả X* -0,78143191. 

Ấn |shift[ ỊCALCl nhập 1 ẩnf=l. Màn hình hiển thị 


0 Math 

3 x =4X+5cpsCXr._ 
x= 1.659%'1833 
lf.-R= n 

Kết quả X »1,659981838. 

Vậy nghiệm gần đúng cùa phương trình là: 

X| * -0,78143191; x 2 * 1,659981838. 

Lòi bình: Để khỏi sót nghiệm khi bài tập này, ta thường phát thảo qua đồ thi 
của hai hàm số trên cùng một hệ trục tọa độ, từ đó ta xác định được các giao điểm 
và nghiệm gần đúng của nó, nên khi ta khởi tạo giá trị ban đầu cho máy giải, thì tốc 
độ cho nghiệm (tức kết quả) nhanh hơn. 

Đồ thị hai hàm số y = 3 X - 4x và y = 5cosx trên cùng một hệ trục tọa độ 



Ví dụ 3. Tính gần đúng tất cả các nghiệm của phương trình: 0,8 X + 4 = \[E . 

Hưởng dẫn thực hành 

Ta có: f(x) = 0,8 x +4 là hàm số nghịch biến, g(x) = ỊVÌj là hàm số đồng 
biên do đó phương trình đã cho cỏ nhiều nhất một nghiệm. 

Ghi vào màn hỉnh: 0,8 X + 4 = \Ỉ5 X bằng cách: 

00 s 5] d 5 ) [ÃĨPHÂ] OI (R) [+1 ỊTỊ ÍÃLPÌÌÃI ỊcÃĩci fỹ^ì nn (g) 1^1 ỊÃĨPÌI m 
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Ẩn (sít) [cÃĨcỊ nhập GH [=)• Màn hình hiển thị 

~~ ã Matii 

0.8 X +4=^5Í 
Ỵ,= ' 1.910592457 

L-R= 01 

Vậy nghiệm gần đúng của phương trình là: X * 1,910592457. 

Lưu ý: Đổi với hàm số: y = a*. Nếu a > 1 thì hàm số đồng biến, nếu a < 1 thì 
hàm số nghịch biến. Tổng quát hơn: Hàm số y = f (x) xác định trên [a,b] 

© Nấu r(x) > 0,Vx G (a,b), dấu “=” xảy ra tại hữu hạn điểm thì hàm số đồng 
biến trên [a,bj 

0 Nếu f'(x)<0,Vxe(a,b), dấu “=” xảy ra tại hữu hạn điểm thì hàm số 
nghịch biến trên [a,b] 

Ví dụ 4. Tính gần đủng xeỊ0;lj của phương trình: 64x 6 - 96x 4 + 36x 2 -3 = 0 

(Trích đề thỉ HSGMTCT Đăk Lăk 2008-2009, Lớp 12 THPT) 
Hướng dẫn thực hành 

Ta nhận thấy nếu X là nghiệm của phương trình thì -X cũng là nghiệm của 
phương trình do đó phương trình có tối đa 3 nghiệm dương nên cũng có tối đa 3 
nghiệm âm. 

Đặt X = X 2 thì phương trình đã cho trở thành: 64X 3 - 96X 2 + 36X -3 = 0 

Dùng chương trình giải phương trình bậc ba giải phương trình trên: 

Ẩn e [U @3 

Nhập các hê sốrẽimí^Ríõirẽií^tiiBBBtuBB 

Ta được: 

Nghiệm thứ nhất là X 1=0,9698463104, lưu nghiệm này vào ô nhớ A băng cách: 
fsHĨFĩ) [rõ| o 

I i Mĩtĩlv 

Xi= 

0.9698463104 

Nghiệm thứ hai của phương trình ià X 9 = 0,4131759112, lưu nghiệm này vào 
ô nhớ B bằng cách: ỊsHirrỊ ỊrclỊ F”] 

ã MstthTÀ 

X2= 

0.4131759112 
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Nghiệm thứ ba của phương trình là X 3 =0,1169777784, lưu nghiệm này vào ô 
nhớ c bằng cách: |shift| ỊrõI pĩỹp) 

0 Math A 

Xs= 

CL 1169777784 

Trỏ' về tính toán cơ bản: iMODEl m 

Ghi vào màn hình: 64X 3 -96X 2 +36X-3 

Án |shift| ICALCl nhâp ỊAtPHAl ỊỠỠỊ ấn [=1 . Kết quả X = 0,984807753 

Ấn Ịshift| ỊCALCl nhâp lAtPHAl F»| ấn f=l . Kết quả X = 0,3420201433 

Ấn ỊsmrrỊ ICALCl nhâp fÕỊ rn rẽlấn [=1 . Kết qúảX = 0,6427876097 (bước 3) 

Vậy các nghiệm thuộc (0;1) của phương trình là Xj « 0,984807753, 
x 2 «0,3420201433, x 3 « 0,6427876097. 

Lòi bình: 

■ Nếu giải bằng lệnh (SOLVE) trực tiếp cho phương trình đầu với giá trị đầu 
0,3; 0,5; 0,95 ta cũng được 3 nghiệm trên 

H Ở bước 3, nếu ta giải phương trình với giá trị lAtPHAl ỊhỹpỊ (c)thì kết quả cho 

trùng nghiệm thứ 2, nên ta phải chọn giá trị khác. Việc chọn giá trị này đôi lúc còn 
phụ thuộc vào kinh nghiệm người sử dụng MTCT. 

Ví dụ 5. Tìm một nghiệm gần đúng của phương trình : 

5x + 7x 2 -4x + 5 = Vx 2 -10x + 50 

(Trích đề thi HSGMTCT Thanh Hóa, TỈIPT, 2006-2007) 
Hướng dẫn thực hành 

Ghi vào màn hình: 5X + \/x 2 -4X + 5 = \/x 2 - 10X + 50 bằng cách: 

rẽi ÍÃĨPHÃÌ n~Ị 1+1 p^Ị ÍÃĨPHÃI m r^Ị f4~] [ÃĨPHÃ1 m 1+1 f5~Ị c^) ÍÃLPHÃ1ÍCÃLCI ÍÃĨPHÃÌ m 

®0m®emiDE][i3[õ] 

Bấm ỊshiptỊ IcalcỊ , nhập giá trị ban đầu cho X (chẳng hạn GO) bấm (=], ta được 1 
nghiệm của phương trình là 0,9977448334. 

5X+iX 2 “4X+5 =Jx5> 

X-_ 0.9977448334 
1L-R= 01 

Vậy X «0,997744833 là nghiệm của phương trình. 

Nhận xét: Nghiệm trên chính là nghiệm duy nhất cùa phương trình. 
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ĐỒ thị của hai hàm số y = 5x + \/x 2 -4x + 5,y = Vx 2 - lOx + 50 



Ví dụ 6. Giải phương trình sau: \/5x 3 -33x 2 -21x + l 1 = 2x - 3 (*) 

(Trích đề thi HSGMTCT Kiên Giang, THPT, 2008-2009) 

Hướng dẫn thực hành 

. 3 

Điêu kiện: 2x-3>()ox>—. 

2 

Với điều kiện trên, phương trình (*) trở thành: 

5x 3 - 33x 2 - 2 lx + 11 = (2x - 3) 2 o 5x 3 - 37x 2 - 9x + 2 = 0 (* ») 

Chọn chương trình giải phương trình bậc 3 : iMODEl nn l~4l 
Nhập các hệ số của (**): 

Bấm [=] ta có nghiệm thứ nhất của (**) là 7,629067186 

— 

Xi= 

7.629067186 

Bấm (=] ta có nghiệm thứ hai cùa (**) là 0,141491783 

0 íũthTÃ 

X2= 

0.1414917838 

Bấm (=) ta có nghiệm thứ ba cùa (**) là - 0,370558969 

13 Math A 

X3= 

-0.3705589696 
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Vì X > ^ nên nghiệm của (*) là 7,629067186. 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X « 7,629067186. 

Lòi giải và đáp số 

Ta có 


/5x 3 -33x 2 -21x +11 =2x -3 o 


2x - 3 > 0 


5x 3 -33x 2 -21x + ll =(2x-3j 


X>1 

<=>j 2 ox« 7,629067186. 

5x 3 - 37x 2 - 9x + 2 = 0 

Vậy nghiệm của phương trình đã cho là X « 7,629067186. 


Ví dụ 7. Giải phương trình: X 4 + 2,2003x 3 + l,2004x 2 -0,2001x -0,2002 = 0. 

( Trích đề thi HSGMTCT Đồng Nai, buổi thi thứ hai, THPT, 2002-2003) 
Hướng dẫn thực hành 

Nhận xét: f(- 0=1-2,2003+1,2004+0,2001-0,2002=0 
Suy ra X = -1 là nghiệm của phương trình đã cho. 

Đặt g(x) = 

x + 1 

Dùng thuật toán Horner kết hợp với máy tính ta tính được: 

g(x) = x 3 +l,2003x 2 +10 4 x-0,2002. Giải phương trình g(x) = 0 

Chọn chương trình giải phương trình bậc ba: HỊH (TỊ [U 
Nhập các hệ số của g(x): 

m 5 m 0 (D ữũ GD (U (U m (E © Q @3 (& m B ® 0 (D CÕ3 

cBH]© ' 

Bấm (=) ta có nghiệm thứ nhất của g(x) là 0,3583584759 

n0 íiãtST I 

Xi= 

ũ.3583584759 

Bấm (D ta có nghiệm thứ hai của g(x) ià - 0,5586584759 
- 

0 MathTÀ 

X2= 

-Ũ. 558É5847FĨ9 

Bấm (=) ta có nghiệm thứ ba của g(xj là -1 
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Xs= 


ta Matlí A 


Vậy X =-l; x»0,358358475; x«- 0,558658475 là các nghiệm của phương 
trình. 

Lòi giăi và đáp số 

Ta có 

X 4 +2,20Ọ3x 3 +l,20Q4x 2 -0,2001x- 0,2002 = 0 


Lòi giăi và đáp sô 
có 

+ 2,20Ọ3x 3 + l,2004x 2 - 0,200 lx- 0,2002 = 
(x - l)(x 3 + l,2003x 2 + 10“ 4 X - 0,2002) = 0 

X 1 0 ^~s £ 

X 3 +l,2003x 2 + 10~ 4 X-0,2002 = 0 


X = 1 

o. v 1 = .°.__ , ' „„_ X«0,358358475 

X 3 + l,2003x 2 +10 4 X -0,2002 = 0 x~-0,558658475 

Vậy nghiệm của phương trình là X = l;x « 0,358358475;x ~ —0,558658475 

Ví dụ 8. Giải phương trình tìm X ( dưới dạng phân số) 

(2 ^4)(6 < + 4)(ioH4)...(98 < + 4) ^ Ị__ 


Ị 4 4 +4)(8 4 + 4 )(l 2 4 +4)...(l00 4 + 4 ) 


25112007 


Cách 1: Trước tiên, ta tính giá trị của A 


Hướng dẫn thực hành 

(2 4 +4)(ó 4 +4)(l0 4 + 4)...(98 4 + 4 ) 


4 4 + 4 Ì( 8 4 +4)(l2 4 +4)...(l00 4 + 4 ) 


Ghi vào màn hình: ^ ^log^2 + 4X) +4^-logỊ^(4 + 4X) băng cách: 

EBĨSIĨCDCIIÍSII]®®®®®®®® 



Ghi vào màn hình: 10 Ans . Bấm (D, ta được giá trị —— 

J iUl 


10 Ans 

E Math A 

1 


5101 
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Do đó: X: 


1 


25112007 
Vậy nghiệm của phương trình là X = 


Cách 2: Trước tiên, ta tính giá trị của A = 


25112007 

Ị2 4 +4)(ố 4 +4ỊỊ10 4 +4)...(98 4 + 4) 


25 

Ghi vào màn hình: Yl 

X=I 


^4 4 + 4 ỊỊ 8 4 +4)(l2 4 + 4 Ị...Ị 100 4 +4j 
(4(X-l) + 2) 4 +4 


bằng cách: 


, (4X)' +4 y 

H ® ® CD ra 0 (H d) E) (2 ra S) cu ca © E <s> E) ® ® 

m a e m ra © ® o (ỉ) a (g) m ® d3 [E 

1 


Ẩn (=] ta được giá trị 


5101 


Do đó: x = - 


1 


25112007 
Vậy nghiệm của phương trình là X = - 


25112007 

I .... -i,. XUA ,.a: *,-u *„ *UẨ.. A A 1 13 41 4705 1 

Lưu ý: Thử với máy tính ta thây A có dạng sau: A = = —— . 

13 41 85 5101 5101 

Do đó giá trị X cần tìm chính là vế phải. 

Ví dụ 9. Với n là số tự nhiên, xét phương trình: 

5(l4n + 3)x 2 -(l47n + 29)x + 3(21 n + 4 ) = 0. 

Giải phương trình tìm X dưới dạng phân số khi n = 2005. 

Hướng dẫn thực hành 

Lưu 2005 vào A bằng cách (T| [ 0 ] ra © |shift| ỊrcEI ỊỠÕỊ 

Chọn chương trình giải phương trình bậc 2 bằng cách: ImodeỊ nn nn 

Nhập hệ số của phương trình: 

®000BOii(3iE rarararaiiesiraras 
raramrameerarasẼ) 

Bấm [=]ta có nghiệm thứ nhất của phương trình là Xị =1,499982189 
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Bấm (=0 ta có nghiệm thứ hai cùa phương trình là x 2 =- = 0,6. 


x,.x 2 


Xz= 

a 

MathTA 

0 

5 

có: XịX 2 

4)__ 

3(21n + 4) 

21n + 4 

X 1 

3 ) 

= 0,6.5(l4n + 3) 

14n4-3 


Dùng máy tính ta tính được: X| = 


42109 

28073 


x,.x 2 = 


■ , , . „ .. 42109 „ 3 

Vậy phương trình có hai nghiệm là Xị - ~rr i x 2 ~7' 

28073 5 

Lòi giải và đáp số 

Với n = 2005 thay vào phương trình ta được: 

140365X 2 + 294764X +126327 = 0 => x 2 -1 

Theo định lí Viét, ta có: X|X 2 

c_3(21n + 4) 3(2 ln+ 4) 21n + 4 

a 5(l4n + 3) 1 0,6.5(l4n 4- 3 ) 14n + 3 

r , 21 n 4 4 1 42109 

Suy ra X, =———.— = ——— . 

J 1 14n + 3 x 2 28073 

.. n 42109 . 3 

Vậy phương trình có hai nghiệm ỉa Xj = 230^3 * x 2 = 

Ví dụ 10. Tính gần đúng nghiệm của phương trình: Ị3 + 2 V 2 Ị = Ụĩ -1 j 4-3 

(Trích đề thi HSG MTCT Thanh Hóa, THPT, 2004-2005) 
Hướng dẫn thực hành 

Nhận thấy: 3 4 - 2^2 = Ự 2 . 4 -1 j 2 ;ỊV2 4- lỊỊv/ĩ - lỊ = 1 nên phương trình đã cho 
tương đương với í V 2 4- lì =—-— 4- 3 o ịyỊĨ 4- lỊ -3^2 + 1^ -1 = 0(*) 

(7>+l) X 

Đặt t = (V 2 + l) x , (t > 0 ), (*) trở thành: t 3 -3t-l = 0(**) 
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Chọn chương trình giải hệ phương trình ba ẩn : iMODEl QD [ 4 ] 

Nhập hệ số của hệ: m r=1 rõl r=1 P--1 1~3~| [=1 [^1 m f=ì 

Bấm (=0 ta có nghiệm thứ nhất của (**) là 1,879385242 



Vìt>Onênt» 1,879385242 suy ra Ị-s/ĩ + lỊ =1,879385242. 

Dùng máy tính ta tính được: X « 0,715865251 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X « 0,715865251. 

Lời giải và đáp số 

Phương trình đã cho tương đương với 

ỊV 2 + lj 2x =--—- + 3o(v/2+lỊ 3X -3(V2 + l) X -1 = 0 

(V2 + 1) 14 

Đặt t = ị4ĩ +1 j , (t > 0 ). Lúc đó: (*) trở thành: 

t 3 -3t -1 = 0 o t = 1,879385242 o X « 0,715865251. 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X « 0,715865251. 

Ví dụ 11. Giải phương trình: -—ỉ— + -——+ -—-———— 

log 2 X log 2 2x log 2 4x log 2 8x 

Hướng dẫn thực hành 

Điều kiện: X > 0. Đặt t = log 2 X. Phương trình đã cho trở thành 
1111 7600 / ,\ 

—I-7 “I-— H-— — ( ! ) • 

t t + 1 t + 2 t + 3 9009 v ’ 


7600 

9009' 
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Sử dụng chức năng ỊshiftỊ ịCALCl ta tìm được nghiệm cùa phương trình (*) như sau: 
ì-3,5 

Ị 1I?’5919717)24 ' ^ ta dễ dàng suy gia các nghiệm X. 

_t =-2,69233.6843 

Đáp sổ: X = 0,154712659; X = 0,331717809; X = 0,719909476; X = 11,3137085. 

Lòi bình: Ngoài cách trên ta có thể sử dụng chức năng l5!Ễĩ) ẼẶỹD dè tìm 
nghiệm phương trình, cụ thể nhập vào các giá trị ban đầu là 0,22; 0,35;07;1,5. Ta 
tìm được các nghiệm X tương ứng. 

Ví dụ 12. Tìm tất cả các nghiệm thực gần đúng của phương trình : 

(x - 26)(x -1 l)(x + 33)(x + 78) = 2010x 2 
Hưóng dẫn thực hành 

Ta thấy X = 0 không phải là nghiệm của phương trình nên chia hai vế phương 
trình cho X 2 ta được: 

0 M +7 Ỵ x _^ +67 T 2010 , 

t * A X . ) 


^ ^ ^ 

Đặt t = X — + 37, đưa phương trình về dạng t 2 = 2910<=> t = ±72910 . Từ 


đó ta được các phương trình X 2 + Ị 37 ± V 2910 jx - 858 = 0 . 

Đáp số: X, =8,6177;x 2 =-99,5621;x 3 =38,9645;x 4 =-22,0201. 

Lòi bình: Lòi giải trên có sự kết hợp biến đổi toán học đưa về phương trình bậc 
hai đơn giản. Tuy nhiên ta có thể sử dụng chức năng của bảng TABLE và phím 
(MDẼẶĨỆ) để tìm nghiệm của phương trình. Cách này không cần đòi hỏi nhiều về 
toán, chỉ cần một số kỹ thuật bấm máy. 

Ví dụ 12. Tìm nghiệm đúng và gần đúng của phương trình: 

2(x 2 +2Ị = 57x 3 +l. 

Hướng dẫn thực hành 

Dùng chức năng TABLE dò tìm nghiệm ta thấy nghiệm cùa phương trình trong 
các khoảng (—1;— 0 , 5 ) và (5,5;ó) từ đó giải phương trình bằng fsHĨFT| ÍCÃĨCÌ ta được 

hai nghiệm của phương trình là Xj =5,541381265;x 2 =0,541381265. Nghiệm 

,, . , _ _ + 5 + V 37 , 5-Sĩ 

đúng của phương trình trên là X = .- 2 —,x = ————. 

Lòi bình: việc sử dụng chức năng TABLE nếu không khéo sẽ dẫn đến sót 
nghiệm. Ta có thể làm theo cách sau để hạn chế vấn đề sót nghiệm đó. 
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Bình phương hai vế đưa về phương trình bậc 4. 

_ 5 - V 37 

4x 4 -25x 3 +8x 2 -9 = 0 oỊx 2 -5x-3j(4x 2 -5x + 3) = 0<=> 5+5/37' 

X =-r— 

L 2 

Ví dụ 13.Giải phương trình: X 2 -2007[x]-2008 = 0. , trong đó [x] là phần 
nguyên của X. 

Hướng dẫn thực hành 

Theo lý thuyết về phần nguyên, ta có: X -1 < [x J < x 

Suy ra X 2 - 2007x - 2008 < X 2 - 2007[x] - 2008 < X 2 - 2007 (x - 1 ) - 2008 

Suy ra X 2 - 2007x - 2008 < X 2 - 2007[x] - 2008 < X 2 - 2007x - 1 

r._ .[x 2 - 2007x - 2008< 0 ( 1 ) 

Do đó ta có hệ bat phương trình: < ~ "' ’ _ ^ ^ \ \ (*) 

H 5 Ịx 2 -2007x-l>0 ( 2 ) 

Dùng chương trình giải bất phương bậc hai: iMODEị (▼) co ŨD 
Giải (1): Chọn [ 4 ]. 

Nhập các hệ số:EO (U 0 CH (E (U m (U Đ m d] {m d) (D 
Ấn 1=1 ta được kết quả: 



Do đó tập nghiệm của (1) là Tj = [-l;2008j. 

Giải (2): Chọn ImodeỊ (▼) ÍTỊ m Í3~l 

Nhập các hệ số: m (D 0 (H Qũ ca m ÍD 0 m (D 

Ẩn G=j ta được kết quả 

1 m ã Mãth 

X<A,B<X X<A,B<X 

x< - 4 ■ 982559xiĩl. LỈ < 4 »2007 ■ 000493< X 

Do đó ta được tập nghiệm của (2) lạ 

T 2 = Ị- 00 ;-4,98255.10" 4 ] u [ 2007 ,000498;+ 00 ). 

Giao hai tập nghiệm ta được tập nghiệm của (*) là: 

T = -1; -4,98255.10~ 4 ] u [ 2007 ,000498;2008]. 
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Suy ra [x] chỉ có thể nhận các giá trị - 1; 2007 hoặc 2008. 

Từ phương trình đã cho, ta được: X = ^2008 + 2007 [x] 

Ghi vào màn hình: V2008 + 2007A 

Bấm ỊcÃỹị}, nhập giá trị - 1 cho A, bấm (=) ta được 1 nhận X = -1 
Bấm ICALCl , nhập giá trị 2007 cho A, bấm (=] ta được 2007,500187 => nhận 
x = 2007,500187 

Bấm ỊCAlcl , nhập giá trị 2008 cho A, bấm (=0 ta được 2008 => nhận X =2008 
Vậy phương trình có 3 nghiệm là X = -1 ; X = 2007,500187 và X =2008 . 

Ví dụ 14.Tìm cặp số nguyên dương x,y thỏa mãn phương trình 

4x 3 +17(2x-y) 2 =161312 
Hưóng dẫn thực hành 

Ta có: 

4x 3 + n(2x-y) 2 =161312 

4x 3 +17 (2x - y) = 161312 o (2x - y) = . - 

/161312-4jc 3 _ _ /161312 — 4x 3 

o 2 x-y = ±. - 7 Z- o y = 2x± J -—- 

* V 17 V 17 


Với 161312 > 4J <=> X < 3 


. /161312 


r 


. 34.29 =>x< 34 


Đưa 35 -* A bằng cách: (TỊ [ 5 ] (sS) (rcl) o 


Ghi vào màn hình: A = A -1: 2A +. 


161312 -4A' 


17 


:2A- 


■4 


161312-4A 
17 


3 


thức 2A + 


t 


17 


hoặc 2A- 


Án ỊCALCl , lặp lại liên tiếp phím ẼD cho đến khi A-1 = 0, mỗi lần ấn nếu biểu 

ì 


/ 16 1312 — 4 A 3 


161312-4A 


3 


17 


có giá trị nguyên dương thì 


ghi lại kết quả. 

Kết quả ta được nghiệm nguyên dương của phương trình là: (30,4), (30,116) 
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II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. a) Tìm một nghiệm thực gần đúng của phương trình: 

X 13 -X 6 + 3x 4 -3x 2 +1 = 0 

b) Tìm một nghiệm âm gần đúng của phương trình: X 8 - 7x 5 + 2x 3 -3 = 0. 

Hưóng dẫn thực hành 

a) Ghi vào màn hình: x i3 -X 6 +3X 4 -3X 2 +1=0 

Bấm |shift| IcalcI , nhập giá trị ban đầu cho X ( [— 1 fÕ1 rn m 
chẳng hạn ), bấm (=] ta có 1 nghiệm của phương trình là X = -0,794424424928. 

~ 0 MĨth~Ã 

X 13 -Xf+3X a -3X5+ 
x= -0.794424928 
L-R= nỉ 

Vậy X =-0,794424424928 là 1 nghiệm của phương trình. 

b) Ghi vào màn hình: X 8 -7x 5 +2x 3 -3 = 0 

Bấm [shift| ỊcalcỊ , nhập giá trị ban đầu cho X( chẳng hạn 0DŨ), bấm (=] ta 
được một nghiệm của phương trình là - 0,895105463 

J>m a mmm SỊ, Ms.th 

X8_ 7JÍ 5 + 2xặ 3 

x= -0.895105463 

L-R= nỉ 

Vậy X «- 0,895105463 là nghiệm âm của phương trình đã cho. 

BT 2. a) Tính gần đúng các nghiệm của phương trình 2 X = 2x + 7 (*). 

b) Tính gần đúng các nghiệm của phương trình: 2 X + X 2 - 2x - 5 = 0. 

c) Tỉm tất cả các nghiệm gần đúng của phương trình2 3x ~ 4 + 3x 2 + logx - 2 = 0. 

d) Tìm nghiệm gần đúng phương trình: 3 X + 5 X = T (log 3 X +1) . 

Hướng dẫn thực hành 

a) Theo hình dạng đồ thị: Phương trình (*) có nhiều nhất 2 nghiệm 
Ghi vào màn hình: 2 X = 2x + 7 

Bấm |shift| ỊCALCl , nhập giá trị ban đầu cho X ( chẳng hạn 0 (TỊ), bấm (=] 
ta được 1 nghiệm của (*) là - 3,454386212 

77 1 Mith Â 

2*=2X+7 " ” , 
x= -3.454386212 

ỉ L-R= n 
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Bấm ỊsmrrỊ ỊCALCl , nhập giá trị ban đầu cho X ( chẳng hạn 12) X bấm GD 
ta được 1 nghiệm của (*) là 3,884500299 



Vậy nghiệm của phương trình là Xj « -3,454386212; x 2 ~ 3,884500299. 
b)Đặt l'(x) = 2 x ; g(x) = -x 2 +2x + 5 

Dựa vào hình dạng đồ thị, đồ thị y = f (x) cắt đồ thị y = g(x) nhiều nhất tại hai 

điểm, suy ra phương trình 2 X + X 2 - 2x - 5 = 0 có nhiều nhất 2 điểm 
Ghi vào màn hình: 2 X + X 2 -2X -5 

Bấm |shiftỊ IcalcỊ , nhập giá trị ban đầu cho X (chẳng hạn ỊTỊ) bấm ẼDta có 
nghiệm phương trình là 2,193755377 



Bấm |shift| IcalcỊ , nhập giá trị ban đầu cho X ( chẳng hạn 0 (21) bấm GUta có 
nghiệm phương trình là - 1,369152017. 

Vậy phương trình có hai nghiệm là X «- 1,369152017 và X »2,193755377. 
c) Điều kiện: X > 0. 

Xét hàm số f(x) = 2 3x ~ 4 +3x 2 + logx-2,xe(0;+oo) 

Ta có f'(x) = 2 3x ~ 4 .31n2 + 6x + - > 0, Vx e (0;+oo) nên phương trình đã cho có 

nghiệm duy nhất thuộc (0;+oo). 

Đáp số: x« 0,7743. 


d) Chia hai vế phương trình cho 7 X ta được: 


+ — — log 2 X + 1 

, 7 j 


vế trái phương trình là hàm nghịch biến, vế phải là hàm đồng biến. 

Sử dụng chức năng IsHirrl ỊcÃĩcl tìm được X w 1,0983 là nghiệm của phương trình. 

BT 3. Tìm gần đúng tất cả các nghiệm thực của phương trình: X 2 + sin X - 1 = 0 

(Trích đe thi HSG MTCT Nam Định, THPT, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Phương trình đã cho x 2 -l = sinx 
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Vẽ hai đồ thị hàm số y = X 2 -1 và y = sinx trên cùng một trục tọa độ ta thấy 
hai đồ thị cắt nhau tại 2 điểm. Suy ra phương trình đã cho có hai nghiệm. 

Ghi vào màn hình: X 2 +sinX-l = 0(để máy ỏ'chế độ Rad) 

Bấm |shiftỊ ỊcalcỊ , nhập GDgiá trị cho X, bấm [=]ta được một nghiệm là 
0,6367326508 

0 Math 

X 2 -l+sjnCX) ..1... 

X- 0.6367326508 
I L-R= "01 

Bấm ISHirrl ICALCl , nhập 0 en giá trị cho X, bấm í=lta được một nghiệm là: 

- 1,409624004 

E Mĩth 

XM+sin(X) 

X= -1.409624004 

IL-R= ol 

Vậy X «0,63673265 và X «- 1,409624004 là nghiệm của phương trình. 

BT 4. Giải phương trình: [x] -201 l\[x +2012 = 0 . 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2012) 
Lòi giải và đáp số 

Điều kiện: X > 0. Đặt k = [xj > 0 . Phương trình trỏ' thành: 


k -201 lVx + 2012 = 0 o a/x =—r~r~> 1 => X 

2011 

Vì 0<[x]<X<[x] + l<=>k<x<k + l nên 

x k + 2012Ỹ 


^ k + 2012 ^ 2 
2011 


>1 


k < 


< k +1 <=> 


2011 J 

o4040095 < k <400096. 


k 2 +Í4024-2011 2 jk + 2012 2 >0 
k 2 +14024-2011 2 |k + 2012 2 -201 1 2 <0 


Vói k = 4040095, x = 


f 4040095 + 2012 > 2 


2011 


< 4040094,003 


Khi đó: [x] = 4040094 ^ 4040095 = k (loại) 


Với k = 4Ọ40096,X 


4040096 + 2012 
2011 


. 4040096,002 
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Khi đó: [x] = 4040096 * 4040096 = k (loại) 

Vậy phương trình có một nghiệm X w 4040096,002. 
BT 5. Tính gần đúng các nghiệm của phương trình: 


2_ 2 Vx 2 -2x-5 + x 2 +2012 = 1.2^-^+2 20I4+x2 

2 


Lòi giả và đáp số 

X < 1 -Vó 
X > 1 + Võ 


Điều kiện: X 2 - 2x - 5 > 0 o 
Phương trình đã cho trở thành: 

2 Vx 2 -2x-5+x 2 + 1 +2 2í)I2 _ 2 \/x 2 -2x-5-1 +2 20I4+x 2 


^ . 2 VA 

í o \f' 


r 2 x 2 +2_j 

__2 10ỉ2 

( 2 \ 

2 2+x -1 

1_ J 


V ) 


= 0 


<=> 


1 2+x 


1 


V 


) 


2 '/x í -2x-5-l _ 2 2012 


<=> 


V 


= 0 


2,——=_l- o Vx 2 -2x - 5 =2013 

Vx 2 -2x-5 =2013 

« (x ~ I) 2 = 201-V + 6 <=> H + ” 2014 ' 0015 . 

v 2 Ị_x = 1 - V 2013 2 + 6 « -2012,0015 

Lòi bình: Để tính 1 + V 2013 2 +6 và 1 - V 2013 2 + 6 lẩy 4 chữ số thập phân ta 
tiến hành bấm phím sau: 

ÌÕPẼỊ ĩẽl RỊ { chọn chế độ làm tròn 4 chữ số thập phân} 

mGE) © tà QŨ cs ® © S) © (D 


0 FIX Math Á 


lW2Ũ13 2 +6 

2014.0015 

Sử dụng phím (3) dịch chuyển đến vị trí cần chỉnh sửa, sau đó ấn |DỀL| 0 (M)ta 
được kết quả là 

1 m MÃtỉĩ Ã 


l-Ì2013 2 +6 


2012.0015 
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, X + Ọx —1 

BT 6. Tìm nghiệm gân đúng của phương trình: a - - -= 2x +1. 

Lòi giải và đáp số 

„ Jx 9 + 9x 2 -1 X 9 +9x 2 -1 / \3 

Ta có : I- Y -= 2x +1 <=>- -ệ -= (2x +1) 

<=> X 9 + 9x 2 -1 = 3(2x +1) 3 o X 9 + 9x 2 -1 = 24x 3 + 36x 2 + 18x + 3 
o X 9 + 3x 3 = (27x 3 + 27x 2 + 9x +1 ] + 9x + 3 

<=>x 9 +3x 3 =(3x + lý*+3(3x + l) (*) 

Xét hàm số f(l) = t 3 + 3t, f'(t) = 3t 2 +3>0, Vt e K => f(t) đồng biến trên R 

[x« 1,8794 

Do đó: (*) <=> X 3 = 3x + 1 o X 3 - 3x -1 = 0 « X* -0,3473 

x«-1,5321 

Lưu ý: Để giải phương trình bậc ba X 3 -3x-l = 0 trên máy tính ta ấn các phím 
sau: 


iMODEl ® [4] {Chọn chương trình giải phương trình bậc ba} 
Nhập các hệ sổ: ỊT) GH GO (=] 0 GD 1=] 0 QD GD 
Ấn (=) {ta được nghiệm Xị} 



ni 
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BT 7. Giải phương trình 5 si " 2 x - 5 chs2 * = 3,1432. 

Lời giải và đáp số 

Phương trình đã cho tương đương với: 5 sin x _ 5 l_sin “ x =3,1432(1) 

■ 2 , 

Đặt t = 5 sm x , t > 0. Phương trình (1) trở thành 


t 2 


-3,1432t -5 = 0 <=> 


3,1432 -^(3,1432) 2 +20 
. 2 

3,1432 +^(3,1432) 2 +20 
2 ~ 


<0 

>0 


Với 


t = 

<=> 

<=> 


3,1432 + J(3,1432) 2 +20 

-—T"- - -= 1,05 

2 2 
cos2x = 1 -log 5 (t 2 ) <=> 2x = arccos 

X « ±1,2608 + kn, keZ. 


*" 2 <=l 2 «log 5 (l 2 ) 
(l-log 5 (i 2 )) + k2.7t 


= sin 2 


X 


BT 8. Tìm tất cả các nghiệm của phương trình: 

3 X = 7 sin X + X trên (0;+co) 

( Trích Đề thi HSG MTCT 2012 Quảng Trị) 
Lòi giải và đáp số 

Xét hàm số f(x) = 3 X -7sinx -X, với xe(0;+oo) 


Ta có í'(x) = 3 x ln3-7cosx, f'(x) = 3 x ln 2 3 + 7sinx 
■ Xét (0;7t) ta thấy sinx>0=>y">0 ,Vxe(0 ;7i:) 

- Xét [ti;+°o) ta có 1^23 ~3* ln 2 x > 7 => y" > °> Vx G • 

Vậy y"> 0,Vx e [n;+oo) . Suy ra y' = 0 có nhiều nhất một nghiệm trên (0;+°o) 
Do đó phương trình y = 0 có nhiều nhất hai nghiệm. 

Dùng MTCT tìm được hai nghiệm của phương trình là X »0,1474;x ~ 1,9439. 
BT 9. Giải phương trình sau: 

6 X =41og 6 (6x + l) + 2x + 1 . 

Hưởng dẫn thực hành 

Điều kiện: X > . 

6 
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Với điều kiện trên phương trình đã cho viết thành: 

6 X + 4x = 4 log fì (óx + l) + 6x +1 

(ị \ 

Xét hàm số: i'(t) = 6'+ 4t,t e —^;+°° 

6 ) 

( 1 ì. 

Hàm sô đông biên trên -— 1+00 nên 

6 J 

(*) o X = log 6 (6x +1) o 6 X - 6x -1 = 0 (1) 


Xét g(x) = 6 X - 6x - l,g'(x) = 6 X lnó -6,g'(x) = 0 o X = log 6 ™ 

Vì g'(x) = 0 có nghiệm duy nhất nên phương trình (1) có nhiều nhất hai 
nghiệm, tức phương trình (1) cũng không quá hai nghiệm. 

Dùng MTCT ta tìm được hai nghiệm là: Xị = 0,x 2 «1,1516. 


BT 10. Giải phương trình: 2012.2013 2 ( loS20I2X = X x2 . 

(Đề thi HSG MTCT Bộ giáo dục 2013) 
Hướng dẫn thực hành 

Điều kiện: X > 0. 

Với điều kiện trên, phương trình đã cho trở thành 

..... 2013 

_ v _|\ 1+«>82012 y 

lo ỗ20l2 2012+ 1 °Ỗ20I2 20 1 3 2012 ' -Iog 2012 x x 


1 + 2 (log 2012 X 1 ) h)g 2() 1 2 2013 — (l + h}g 2 ()|2 2 ^ 3 2 ^82012 ^82012 ^ 

0 2 lo S2012 x + ( lo S 2 0,2 2013 -1) log 20 ,2 X + 1 - 2 log 20 ,2 2013 = 0 
log 2()|2 x = 0,707136638 _[x* 216,8285075 
[log 2 ”,2 X = -0,707169299 0 [x * 4,610794005X 10“ 3 

Vậy X = 216,8285; X = 0,0046. 

BT ll.Tìm nghiệm gần đúng của phương trình sau: 

2(3x + l)V2x 2 -1 =10x 2 +3x-6 (1) 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2014-2015) 
Lòi giàỉ và đáp số 


pv.Ằ ị . ^ V 2 V 2 

Điêu kiện: x<--—, x>-“— 

2 2 
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Xét f(x) = 28x 4 + 12x 3 -83x 2 -12x + 40 

Xj «1,106107225 ■ 

f'(x) = 112x 3 + 36x 2 - 166x -12, r(x) = 0o < x 2 » -0,07142857143 
w [x^ «-1,356107225 

Do đó phương trình t'(x) = 0có tối đa 4 nghiệm. Dùng chức năng TABLE và 

SHIFT SOLVE ta tìm được các nghiệm sau: 

X, «-1,724744871-> A; X, »0,724744871-> B; 
x 3 « -0,820852384; x 4 » 1,392280956. 


, . „ , 5 

Nhận thấy A + B = -1; A.B = “ 


nên X|,X 2 


là nghiệm của phương trình: 


X 2 + X - 4 = 0 <=> 4x 2 + 4x - 5 = 0 
4 

Lúcđó(*)o(4x 2 +4x-5)Ị7x 2 -4x-s) = 0o 7^2 -8 = 0 ■ 

Giải các phương trình này ta được 4 nghiệm là 

X, = -1 ~^ »-1,724744871; x 2 = 0,724744871 

X = 2 zỊ^ -« -0,820852384; X 2 + 4^ g 1,392280956 
3 7 4 7 


Vậy nghiệm cùa phương trình là X, * 0,7247; x 2 w -0,8209; x 3 w 1,3923. 

BT 12.TÌITI cặp số nguyên dương (x,y) với X là số nguyên dương nhỏ nhất có ba 

chữ số và thỏa mãn phương trình: 3x 3 - 2y 2 + 4xy - 8x + 5128 = 0 . 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2014-2015) 
Lòi giải và đáp số 

Do X > 0, y > 0 nên 3x 3 - 2y 2 + 4xy - 8x + 5128 = 0 


o 3x 3 -2Íy 2 -2xy + X 2 j + 2x 2 -8x + 5128 = 0 

o 3x 3 +2x 2 -8x + 5128-2(y-x ) 2 
Í3x 3 +2x 2 -8x + 5128 

~ y = x± v . 2 - 

Ỉ3X 3 + 2x 2 - 8x + 5128 
Xét y = x-J-—-. 
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„ , Ỉ3x 3 + 2x 2 -8x + 5128.„. 

Vì y>0 nên J- —.. .< X <=> 3x -8x+ 5128 < 0 <s> X <-12 

loại trường họp này. 

Vậy ta chỉ xét y = X + 

Gán 99 —» X bằng cách GO ( 9 ] ỊshifĩỊ ỊrclI m 

nt . , , . J . v _ v , ,. v _ v , Ỉ3X 3 +2X 2 -8X + 5128 . 

Ghi vào màn hình: X = X + 1:Y = X + J—. . — - băng cách: 

jpỊỊ ca ỊẶỊMl (ộỊỊỊệị) B Q] (ĩ) Q] Hi 01) B B ỊẬỊẬ1B nu ỊTỊ [+3 (^) (g) 
[SHDliBdDcBEHUỊẬịiỊCli (ĩg s rãi iãephãị m FFI í~5i m 1 ~ 2 ~| rẽi 
[U 

Ấn lCALCl vả lặp lại phím [=]đến khi x = 110 thì ta được Y = 1528. 

Vậy X = 110, y = 1528. 

<Ùạng2 .HỆ PHƯƠNG TRÌNH 

Phương pháp: Thông thường để giải một hệ phương trình ta sẽ sử dụng một 
trong các phương pháp sau: 

B Phương pháp rút thế 

a Phương pháp cộng đại sổ 

“ Phương pháp hàm số (xét hàm đặc trưng) 

■ Phương pháp đánh giá 

m 

Trong mục này, nội dung từng phương pháp đírợc thể hiện qua các bài toán và 
sẽ đưọc nói rõ qua phần bình luận. 

Một số yêu cầu khi sử dụng máy 

1. Cần phải biết cách lưu nghiệm trực tiếp trong mỗi trường EQN (Dòng máy tính 
mới 570VN PLUS) và cách gọi lại nghiệm đã lưu 

Ví dụ: Lưu nghiệm trực tiếp trên máy khi giải phương trình: X 2 + 5x - 7 = 0 

Bước 1: Vào môi trường giải phương trình bậc hai: iMODEl QD nn 

Bước 2: Nhập các hệ số CD Ẽl QD (=] 0 Cz3 • Ắn tiếp phím (=) ta được 

nghiệm thứ nhất của phương trình là Xị = -ẤIẨẽẴ và lưu nghiệm này trực tiếp 

vào biến nhớ A bằng cách: IsHlPĩl (rclỊ o 
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vào biến nhớ B bằng cách: ỊshiftỊ @0) 0 



Để gọi lại biến nhớ A ta ấn: du 0 (a) ©màn hình hiển thị 



2. Biết cách nhập vào mần hình một hàm số (Từ những hàm CO' bản đên những hàm 
phức tạp) và sử dụng ỊỘẶẸẽ]: chức năng tính giá trị của hàm số tại một điểm. 

Ví dụ: Cho hàm số y = f (x) = 3V3X 2 + 5x + 6 - v/x tại X = Vĩõ 

Bước 1: Nhập vào màn hình hàm số 3v/3X 2 + 5X + 6 - \fx bằng cách: 

[3] © GO o CO © GE) (1] 1ẼD 0E](I3(g>0 ÌẼĨ) © íHả) E 

Bước 2: Ấn ỊcÃLcỊ . Màn hình hiển thị {yêu cầu nhập giá trị của X} 

1 Math 

X? 

-1.725171205 

Nhập ©É]©, ấn ©.Ta được kết quảf(lO) -20,12623914 

Ĩ ^TãtTÁ 

3Ì3X 2 +5X+6- 3 (X 

2002623914 
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I. CÁC Ví DỤ ĐIỂN HỈNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Tìm tất cả các giá trị x,y thỏa | x . = - 2007 (1) 

[y =V2008x-2007 (2) 

(Trích đề thi HSG MTCT Long An 2008 - Lóp 10) 
Hướng dẫn thực hành 


Điều kiện: I7 2008 y 2007 > 0 
[ V 2008x - 2007 > 0 

Lấy (1 )-(2) vế theo vế ta được: 


<=> 


x> 


>- 


2007 

72008 

2007 

72008 


« 0,999750965 
« 0,999750965 


X 2 -y 2 = 72008(y - x) <=> (x - y)Ịx + y + 72008j = 0 o X = y 


Thay X = y vào (1) ta được: 


X 2 = V 2008 X -72007 <=> X 2 - 72008X + V 2007 = 0 
Chọn chương trình giải phương trình bậc hai: ỊmÕDỆ) ( 5 ] ( 3 ] 

Nhập các hệ số: ffl ® H @ E) ® E) EKH SI ŨD E) (õ) m m 
Ắn (=1. Ta được nghiệm thứ nhất X, « 43,78760256 => y, «43,78760256 
77~ I Mãtw 

Xi= 

43.7876Ữ256 

Ẩn 0ta được nghiệm thứ hai là x 2 «1,023110446 => y 2 «1,023110446 

~~ 0 MĨthỸÃ I 

X2= 

1.023110446 

Vậy hệ phương trình có hai nghiệm: | X 1 ** | X2 ~ !*???! 

s • |y; *43,78760256 ; |y 2 * 1,023110446 


Lòi giải và đáp số 


2007 _ 

X > —==== m 0,999750965 

J 72008 

2007 

y > ——== » 0,999750965 
1 72008 

Lấy (1 )-(2) vế theo vế ta được: 


Điều kiện: Ị-'ỖặặỊy- 2007 >0 
172008x - 2007 > 0 
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X 2 -y 2 = V2ÕÕ8 (y - x) <=> (x - y)Ịx 4- y +V2008 Ị = 0 <=> X = y 


Thay X — y vào (1) ta được: 


X 


2 


= V2ÕÕ8X - V2ÕÕ7 o X 2 


-V2ÕÕ8X + V2ÕÕ7 =0 



» 43,78760256 
ss 1,023110446 


, , _ . íx, «43,78760256. Jx 2 «1, 023110446 

Vậy hệ phương trình có hai nghiệm: 1" w 43,78760256 ; \y 2 ~ 1,023110446 


Lòi bình: 

> Có thể thế y = \/V2008x - 2007 vào (1) để có f(x)=0 và dùng lệnh SOLVE 

để giải ra nghiệm Xị,x? và tính y theo x). , 

0 Hệ trên là hệ đối xứng loại 11, thông thường ta lây phương trình thú nhat tiu 

phương trình thứ hai để làm xuất hiện nhân tử chung (x -y). 

Ví dụ 2. Tính gần đủng nghiệm của hệ phương trình: Ị x ~ y + + x Xy ỹ ĨỊ 3 

(Trích đề thi Toàn quốc năm 2008 - Lóp 12 - THPT) 
Hướng dẫn thực hành 


Cách 1: 
Ta có: 


|x 2 y + xy 2 =1 o 
[xy + x + y = 3 


x 2 y+ xy 2 = 1 (*) 



(**) 


Thế (**) vào (*) ta được: 


2 

r 3-xì 


í 3 ~ x ì 

X 2 

- 

u+1; 

4-X 

U +1 J 



Ẩn [shìftỊ ỈCÃĨcl nhập QDấn (=]. 

Kết quả x=0,1550848125=^ X, «0,1550848125 


Ấn IshiptỊ IcalcỊ nhập (TỊ 00 ấn ẼD. 

Kết quả x=2,462949176=> x 2 » 2,462949176 


Sử dụng chức năng ICALCl tính giá trị y x + ị tại các giá trị X 1 ,X 2 
■ Với X, « 0,1550848125 thay vào (**) ta được y, « 2,462949176 
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B Với x 2 « 2,462949176 thay vào (**) ta được y 2 « 0,1550848125 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 

jx, «0,1550848125 jx 2 « 2,4692949176 

jy, «2,4692949176’ jy 2 « 0,1550848125 * 


Ta có: 


Lòi giải và đáp số 


Jx 2 y+ xy 2 =1 
Ịxy + X + y = 3 


x 2 y + xy 2 =1 (*) 





3-x 

XHhỉ 


(**) 


Thế (**) vào (*) ta được: 


3-x 

X +1 


+ X 


x + 1 



«0,1550848125 

«2,462949176 


" Với X 1 ~ 0,1550848125 thay vào (**) ta được 34 ~ 2,462949176 

B Với x 2 ~ 2,462949176 thay vào (**) ta được y2 ~ 0,1550848125 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 

Jx| «0,1550848125. fx 2 « 2,4692949176 
Ịy, «2,4692949176’ \y 2 «0,1550848125 • 

Cách 2: 

Ta có: í x2 y+ x .y 2 = ì o M x +y)=ỉ, 

[xy + x + y = 3 [xy + x + y = 3 

Đặt |pĩ^*y y.Ịs 2 -4P>oj. Hệ đã cho trở thành Ịg^pig- Lúc đó s, p là 


nghiệm cùa phương trình: X 2 - 3X +1 = 0 (1). 

Sử dụng chương trình giải phương bậc hai: ỊCALCl ỊmodeI QD [ 3 ] 

Nhập các hệ số: m [=] rãi [=1 m [=1 

Ẩn ẼDta được nghiệm thứ nhất Xj = và lưu nghiệm này vào biến nhớ A 


bằng cách: ISHirrl ÍRCĨI (STO) O A 


i MlthỸ 

Xi= 

3±ỉs_ 

_ 2 _ 


Ấn G=)ta được nghiệm thứ nhất x 2 = 


3 -Vi 

2 


và lưu nghiệm này vào ô nhó' B 


bằng cách: |shiftỊ ỊrõỊ (STO) 0 B 
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V„-.— 

a MathTA 

3-/5 


s= 3 +75 


I s= 3-A 

Từ đó < 

2 [— (I) hoăc < 

!p= 3 -^ 



L 2 

1 

. 2 


Dùng MTCT kiểm tra điều kiện s 2 -4P > 0 ( tức A 2 - 4B ) ta thấy chỉ nhận (I), 
còn (II) loại. 


A 2 -4B 


ỉa Mãth Á 


5.326237921 


Với s : 


3 + V5 3-75 


thì x,y sẽ là nghiệm của phương trình 


X “SX + P = 0. Tương tự dùng MTCT ta giải được Xj ^2,462949176 



và nghiệm x 2 « 0,1550848125. 


>Í2= 


Ì MathTA 


0.15513848125 


Vậy nghiệm của phương trình là: 


Jx| « 0,1550848125. íx 2 -2,4692949176 
jy, »2,4692949176’ jy 2 »0,1550848125 


Lòi bình: 

■ Đối với cách giải 1, ta đã sử dụng phương pháp rút thế. Ta để ý thêm rằng, 
phương trình ban đầu đối xứng theo X, y 

nên y, =x 2 =2,462949176; y 2 =x, =0,1550848125. 

Nhận xét ra đặc điểm trên sẽ giúp la tiết kiệm được thời gian vì không cần phái 
thế các giá trị của X vào y. 

H Cách giải 2 giải nhanh hơn vì nhận ra được dây là hệ dối xứng loại 1. 
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Ví dụ 3. Giải hệ phương trình: 1 x + "V 6 
K [7.1og 2 x + 5.3 y =1 

Hưóìig dẫn thực hành 

Điều kiện: x>O.Đặt|^ ^2 x . 

( X + 4Y = 6 
7X +5Y “1 

Vào chương trình giải hệ hai phương trình bậc nhất hai ấn: ỊmodeỊ m GO 

i Math 

mềm D c ũi 

ỂL □ □ ÕJ 

_ 0 


Nhập các hệ số: rĩ~|f=1f4l[=ir6l[=ì|T|f=H5l[=]rn[=] 
Ẩn (=]. Màn hình hiển thị: 



B 

MathT 


s Math A 

x= 


26 

Y= 

41 



"23 


23 


Kết quả: 


X = ~~~ lưu nghiệm này vào ô nhớ A bằng cách ỊshiftỊ (RÕ) o 

Y = -^ lưu nghiệm này vào ô nhớ B băng cách |shift 1 ỊrcJ 0 

Đưa về chế độ tính toán thông thường: ỊmodeỊ m 

Nhập GD (#3 lALPHAl o , ấn G=Ịta được kết quả: X « 0,4567780459. 

- __ 

2* 

_ 0,4567780459 

Nhâp [log.DỊ m (S9 ỊÃlPhÃỊ , ấn f=1ta đươc kết quả: y «0,5261891358 

0 Mã.th Â 

0.5261891358 

Vậy X «0,4567780459, y «0,5261891358. 
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Lò'i giải và đáp số 

Điều kiện: X > 0. Đặt i ^ _ ỉ?® 2 x . 

Ịy = 3 y 


Lúc đó hệ phương trình đã cho trờ thành: 

v__26 [. 26 

|x + 4Y f =6 _ < X_ 23 log 2 x_ 23 ^|x« 0 , 
|7X + 5Y = 1 ° = 4? 3 ° u ‘ 41 23 ° ịy : 0 , 

23 l 23 

Vậy nghiệm cảu hệ phương trình là| x . ** 

■ b (y »0,5261891358 

Ví dụ 5. Giải hệ phương trình: ( X, y, z dương): 

íxíy-zì = -l 


í 0,4567780459 
'■ 0,5261891358 


X 

N 

1 

y 

z + xj 

A 

*-y 


Ta có: 


X y- 


-1 


Hướng dẫn thực hành 

Ịxy -xz = -1 


y(z + x) = 8 o-Ịyz + yz = 8 
zx - zy = -3 


[z(x-y) = -3 
Đặt a = xy, b = yz, c = zx ta được hệ: 


a-c = -l 

b + a = 8 o{a + b = 8 (*) 
b-c = 3 


Dùng chương trình giải hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn: ImÕĨỈẼI d] ỊT) 
Nhập các hệ số: 

(DlUlõnDEimiDBmiUmiIHIKDEniKE 

dỊ(E (D m (D E1 m (D (3) (D 

Ấn (=0 ta được nghiệm a = 2 
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Ấn (=]ta được nghiệm c = 3 



a -2 xy = 2 (1) 

Tóm lại ta được: -Ị b = 6 =><! yz = 6 (2) 
c = 3 zy = 3 (3) 

Nhân vế theo vế (1), (2), (3), ta được: (xyx) 2 = 36 <=> xyz = 6 (4) 

Lần .lượt chia (4) cho (2), (3), (1), ta được: X “ 1; y = 2; z = 3 
Vậy nghiệm (x; y; z) của hệ là (1; 2; 3). 

Lời giải và đáp số 

xíy-z\=-l íxy —xz = —1 
Ta có: < y(z + xY= 8 •»<yz + yz-8 
z(x - y) = -3 [zx-zy --3 



a-c = -l 

a - c = -1 

Đặt a = xy, b = yz, c = zx ta được hệ: < 

b + a = 8 ị 

a + b - 8 o' 

[c - b = -3 

b - c = 3 


a = 2 íxy = 2 (1) 
Với ( b = 6 => (yz = 6 (2) 
c = 3 zy = 3 (3) 


Nhân vế theo vế (1), (2), (3), ta được: (xyx) 2 = 36 <=> xyz = 6 (4) 

Lần lượt chia (4) cho (2), (3), (1), ta được: x=l;y = 2;z = 3 
Vậy nghiệm (x; y; z) của hệ là (1; 2; 3). 

2.3 X+1 + 2 log 5 y^_-. 8 cos 2 z = 3 

Ví dụ 6. Tìm nghiệm của hệ phương trình: • 9.3 X_I + 91og 5 lfy + 18cos 2 z = 7. 

8.3 X -241og 5 y+ 4cos 2 z = -3 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Bộ 2013) 
Hướng dẫn thực hành 

Đặt X.= 3 x ,Y = log 5 y,Z = cos 2 z. Điều kiện: X>0,0<Z<1. 

'6X + 6Y-8Z = 3 
Hệ đã cho trở thành: (3X + 3Y +18Z = 7. 

8X - 24Y + 4Z = -3 

Sử dụng chức năng giải hệ phương trình ba ẩn: ÍMÕDẼ1 rslíãl 
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Nhập các hệ số: 

(D (D [6] (D E) tB (D (S (U SJ e (3) (U m (S (D 0 
m (B m 0 m E (D GĐ É) B tu (=] 



Từ đó, ta dễ dàng tìm được các giá trị x,y,z 

Lòi giải và đáp số 

Đặt X = 3 X ,Y = log 5 y,Z = cos 2 z . Điều kiện: X>0,0<Z<1. 


Hệ đã cho trở thành: 


Í6X + 6Y -8Z = 3 
PX + 3Y + 18Z = 7 
8X-24Y+4Z = -3 





Từ đó ta suy ra 


X = - lọg 3 2 í x = -0,630929733 
<y = ìj5 o \ y = 1,709975947 ,keZ 

n , 'L = 1,047197551 + k.3,131592654 

z = ±-r + kĩi L 

1 3 
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\Ỉ5x + log 2 y + 3/ = 4 
Ví dụ 7. Giải hệ phương trình: < 2x + log 3 y + 4z = 5 . 

3x + log 4 y + 5z = 6 

Hướng dẫn thực hành 

Ta có: log 3 y = log 3 2.1og 2 y;log 4 y = log 4 2.1og 2 y . 


Tính log 3 2 lưu vào ô nhớ A bằng cách: [I 09 .ŨỊ j~3~| (^) QịTỊ |SWFĩỊ ỊRCLỊ [(-)Ị 



4ỈX + log 2 y + 3z = 4 xỈ5x + log, y + 3z = 4 
Hệ đã cho viết thành: < 2x + log 3 y + 4z = 5 <=> < 2x + log 3 2. log, y + 4z = 5 
3x + log 4 y + 5z = 6 3x + log 4 2. log, y + 5z = 6 


Sử dụng chương trình giải hệ phương trình ba ẩn: ImodeỊ ỉ~5~l nn 
Nhập cá hệ số: 


F^1 m [=1 m [=1 f3i f=Ị f4i [=1 fãi f=Ị ÍÃÌMI íc=^ì f=Ị f4i f=ỉ rẽi 


(g[Ẹ[HII§£j3[Dm(g[6jd) 

Ấn (D ta được nghiệm x = -0,1251062901 



Ẩn (=] ta được nghiệm Y = 0,649364067 



1 'ĩ c 
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Ấn (=] ta được nghiệm z = 1,210127367 

Tức 

x =-0,1251062901 X = -0,1251062901 
< log 2 y = 0,649364067 o í y = 1,568476666 
z = 1,210127367 Ịz = 1,210127367 

Lưu ý: Trong môi trường EQN, ta không thể nhập trực tiếp được log 7 3 vào máy 

nên ta lưu log 2 3 -» A, sau đó gọi biến nhớ A này trong khi nhập các hệ số của hệ 

phương trình. Tuy nhiên ta có thể áp dụng công thức 

log a b = ln b -ỉ- ln a = log b H- ln a. 

Lòi giải và đáp số 

Điều kiện: y > 0. 

Hệ phương trình đã cho viết thành 

\Ỉ5x + log 2 y + 3z = 4 
2x + log 3 y + 4z = 5 o 
3x + log 4 y + 5z = 6 

x =-0,1251062901 jx = -0,1251062901 

o ị log 2 y = 0,649364067 o ị y =1,568476666 
z = 1,210127367 [z = 1,210127367 

x =-0,1251062901 
y = 1,568476666 
z = 1,210127367 

Ví dụ 8. Tìm hai nghiệm đúng của phương trinh 

2012x 3 + 2013 x = 2012 v 3 + 2013y (1) 
x 2 y-3x + l = ự8^3xỹ • (2) 

(Đề thi HSG MTCT Quảng Trị 2013) 
Hướng dẫn thực hành 

Xét hàm số í(t) = 2012t 3 + 2013t hàm này đồng biển trên K . 

Do đó: 

ỊlỊofỊx| = fỊy|ox = y thay vào phương trình (2) ta được 



Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 


v/5x + log 2 y + 3z = 4 
2x + log 3 2. log 2 :y + 4z = 5 
3x + log 4 2. log 2 y + 5z = 6 



1 
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X 3 - 3x + 1 = 78-3x 2 (*). 

^:À.. .-2>/6. ’_ ' 

Điêu kiện: ——<x<—-—. 

3,3 

Sử dụng chức năng |shiftỊ ỊcalcI (SOLVEj để giải phương trình (*) như sau: 

Nhập vào màn hình: X 3 - 3X +1 = \ZĨT- 3X 2 bằng cách: 

H (TỊ © d] <B E) (D H Q] E) DO (3 s (D GaE) 
(TI ÍÃĨPHÃÌ m í^l 

Ẩn (»][) (ỘÃEẽ] nhập 00i ta được X, «-0,6180339887 và lưu 
nghiệm này vào biến nhớ A bằng cách |SHIFĩ| ỊRCLỊ [(-) 


0 Math 

X 3 -3X+1=-Ì8-3>1„ 
x= -0.613033988 
L-R= _____ 0 


Ấn e s nhập DO (D ta được x 2 «1,618033989 và lưu nghiệm này 
vào biến nhó' B bằng cách (shỊf 


_ 0 Math 

X 3 -3X+1=J8-3X*_ 
x= 1.6 8033989 
L-R= -1.42^13 


Nhận thấy I^ g® _j • Do.đó A,B là hai nghiệm của phương trình 


X -X + 1 = 0<=> 


x = 


x = 


1 + V5 

2 _ 
1- v5 


Lưu ý: Sau khi lưu nghiệm thứ nhất Xj « 0,6180339887 vào biến nhớ A thì 

ta phải nhập lại phương trình ban đầu rồi sử dụng chức năng |SHIFT| ICALCl để giải và 
tìm nghiệm X, «1,618033989 

Lòi giải và đáp số 

Xét hàm số f(t) = 2012t 3 +2013t,r(t) = 3.2Ọ12t 2 + 2013>0,Vt e t hàm này 
đồng biến trên R. 
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Do đó: 

(i)or(x) = r(y) o X = y thay vào phương trình (2) ta được 

X 3 -3x + l = 7 h-3x 2 (*). 

... - 2^6 _ 2^6 

Điêu kiện: —< X < —7— . 

3 3 


Với điều kiện trên phương trinh (*) trở thành Ịx 2 -x + ljg(x) = ()<=> J 

X = — 

2 

í 2S.2S 

với g^x j vồ nghiệm tren —. 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là X = y = 


I±s 


Ví dụ 9. Giải phương trình: 

fx 3 -3y 2 +6xy = 9 (l) _ 

Ịn/x 2 +2x + 5 + x/ỹ 2 - 2y + 2 = i/x 2 + 2xy + y 2 +9 (2) 

Phân tích và tìm lòi giải: Ở hệ trên ta thấy phương trình thứ nhất tuy đơn giản 
nhưng ta khó tìm được mối liên hệ giữa các đại lượng x,y . Ó phương trình thứ hai 
nhìn có vẻ phức tạp nhưng nếu ta quan sát kỹ hơn nữa thì các biếu thức trong căn 

đều có thề đưa về Va 2 + b 2 . Nếu ta xét một vectơ u = (a,b) thì vã 2 + b 2 = u 

Ta có ( 2 ) o yjịx + lý 2 + 4 + Ặy-ĩỵ+ỉ = yjị\ + y)" + 9 
Xét u = (x + l,2);v-(y-l,l)=>u + v = (x + y,+3). 

Khi đó: ( 2 ) <=> |u| 4- V = |u + vị. Mà ta luôn có: u + V > u + V . 

Dấu “=” xảy ra khi và chi khi u,v cùng hướng nên ta có: 

^ ' <=> X = 2y -3 thay vào phương trình (I) giải phương trình bậc ba. 


Lòi giải và đáp sô 

Ta có ( 2 ) <=> ^(x 4- l) 2 +4 + yỊịy - l) 2 + 1 = ^Jịx + yỹ+9 
Xét u = (x + 1 , 2 ); V = (y - 1 , 1 ) => II + V = (x + y,+3). 
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Khi đó: ( 2 ) 


<=> 


u + V 


. Mà ta luôn có: 


u + V 


Dấu xảy ra khi và chì khi u,v cùng hướng nên ta có: 

—^ - o X = 2y - 3 thay vào phương trình (1) ta được: 

8y 3 - 33y 2 + 36y - 36 = 0. 

Dùng MTCT giải phương trình bậc ba ta được y «3,149932062. Suy ra dược 
x« 3,299864124. 


, , . . , íx « 3.299864124 

Vậy nghiệm của phương trình là y ” 3 '149932062' 


II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT1. Giải hệ phương trình sau: 

|41ơgx -57t y = ln 3. 

[5 log X + 6ĩc y = c 


a) 


[log 5 (x+y)+l<i gĩ; (x-y) = l 

jx 2 -ỳ ! =VĨ7 


a) Điều kiện; X > 0 . 
fa = logx 


Đặt 


b = 7T y , b > 0 


Lòi giải và đáp số 
ta có hệ phương trinh: 


Ị 4a - 5b = In 3 fa = 0,4118996505 I log X = 0,4118996505 
[5a + 6b = e ^ [b = 0,1097972627 ^\n y =0,1097972627 


X = 10 a =2,581663594 
[y = -1,929817425 


.. .. , , , ,.„.. , , - íx =2,581663594 

Vạy nghiệm của hệ phương trình là < 

Ịy = -1,929817425 


v / 17 

b) Từ plìtrơng trình thứ (2) ta được X - y = —— thay vào phương trình (1) ta được 

\fy 

log 5 (x + y) = log ^ (x + y) từ đây suy ra được X + y = 1 (3). Giải (3) và (2) ta 

được nghiệm cùa hệ phương trình là ị x = ^7. 

r Ịy = -1,5616 

BT 2. Tìm gần đúng nghiệm của hệ phương trình 

a) Í3 x +4 y =5 . 

9 x +16 y =I9 


của hệ phương trình 

Í2(log x + lơg^x) = 17 
Ịlog 4 x.log^x = 4 


ỉ TO 
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Lò’i giái và đáp số 

a) Đặt í u =-3'.“>° Lúc đó hệ đã cho trở thành j V" , v ~ 2 l_ , o ° ínJ"- •T 5 
Ịv =4 y ,v >0 . Ịu +v =19 (uv-3 

Từ đây ta tìm được u,v từ đó ta tỉm được nghiệm của hệ phương trình 

fx = 1,3283 . Jx =-0,3283 


X = 1,3283 a = 

|y = -0,2602’Ịy = 1,0526 ' 

b) Điều kiện: X > 0. Đặt |v ĩ Ịog^x • Llic àó hệ đã cho trở thành: 


2(u + v) 17^ Ju + V suy ra u, V là nghiệm của phương trình: 
u - v = 4 uv = 4 


- 17 . . ... .. 

t --^-t + 4 = 0 (*)• Dùng máy tính giải (*), ta được: t| =8;t 2 =0,5 


Suy ra 


> = 8 {!25«_ x ,7-n s 

Ịv = 0,5 . \log^ý-0,5 

ịu = 0,5 ílog 4 x = 0.5 
jv = 8 Ịlog^y = 8 


Dùng máy tính ta tính được: x=65536 ; y= 1,316074013 hoặc x=2 ; y=81 
BT 3. Tìm gần đúng nghiệm của hệ phương trình 

Jx + log 2 y = y log 2 3 + log 2 X 
j \x log 2 72 + log 2 X = 2y + log 2 y 

log 2 X - log 2 y + log 2 í^-ì (l) 

h)j [yj \' 

4x 3 + x 2 -12x + 6 = 100 lí,gy +10 logy (2) 

Lời giải và đáp số 

a) Áp dụng công thức đổi sang cơ số 10 của logarit, ta có: log 9 3 = j°k~ 

log2 


Hệ phương trình đã cho trờ thành 

ị X + log 2 y = y log 2 3 + log 2 X 

|x (3 + 2 log 2 3) + log 2 X = 2y + log 2 y 


=> y = 2x 


* x = 0,4608 
Đáp sô: < 

Ịy = 0,9217 
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1 \ nx . [u = logx,x>0 - , , ..... í 

b ) Hạt í “ . Lúc đó phương trình thứ nhất trở thành 

[v = logy.y > 0 

\2 


u 2 = v 2 +(u-v) <=>2v 2 -2uv = 0« 


V = 0 

V = u 


<=> 


Ịog X = 0 
logx - logy 


X = 10 

x = y 


Hệ phương trình đã cho trở thành: 


Í4x 3 + x 2 -12x + 4 = 0 


[4x 3 -l3x + 6 = 0 
Đáp số: Nghiệm của hệ phương trinh là , 

jx = 1,390388203 Ịx = 0,359611796 Ix = 0,5 Ịx = 1,5 

{y = i ’b=i ’ịy=0,5’ịy ' 

BT 4. Giải hệ phương trình j x ' — y 

Ịy 2 =.2 x y + 2 2x+l . 

Lò*i giải và đáp số 

Điều kiện: y > 0. Từ phương trình thứ hai ta suy ra y = 2 X+I thay vào phương 
trình thứ nhất ta được: X 2 = 1 + 4Ĩ log. 2 X+I <z> X 2 

2 2 

Nghiệm của hệ phương trình làị* " Ị" 1 ,Ịy -6 530107677 • 

BT 5. Tìm gần đúng nghiệm của hệ phương trình: 


a) 


2 X +3 y =7 
4 X + 9 y =25 


b) 


[xy(x-2)(y-2) = 4 
[x 2 +y 2 -2(x + y) = 4 

Lòi giải và đáp số 


I U = 2 X ,U >0 
ìv = 3 x ,v>0 


a) Đặt •{ u f v ’ L ' " u . Hệ phương trình đã cho trở thành 


b) Đặt 


u + V = 7 
u 2 +v 2 =25° 

u = x(x-2 


, 

u = 3 

"1 


V = 5 

1 


c <=> 



lu =5 

Ị 


1^ = 3 

j 


Ịx = 2 
y = l 

íx« 1,5850 
Ịy «1,2619 


v V = y(y-2)’ 

Hệ dã cho có 4 nghiệm: 


1*1 «2,7321 lx 2 « 2,7321 |x 3 «-0,7321 íx 2 »-0,7321 
[y, «2,7321’jy 2 « -0,7321’|y 3 « 2,7321 ; |y 2 « -0,7321 
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X + log 2 y + log y 3 = 4 

BT 4. Tìm nghiệm của hệ phương trình: 12x + log 3 y + log y 4 = 5. 

3x + log 4 y + log y 5 = 6 

(Trích Đề thi HSG MTCT 12, An Giang 2012) 
Lòi giải và đáp số 

Điều kiện: y > 0,0 < z * 1. Hệ phương trình đã cho trở thành 

X + log 2 y + log y 3 = 4 
< 2x + log 3 2. log 2 y + log 3 4. log y 3 = 5 
3x + log 4 2. log 2 y + log 3 5. log y 3 = 6 

Dừng MTCT sử dụng chức năng giải hệ phương trình ta tìm dược: 

X = 0,5236897862, log 2 y = 0,6878652703, log / 3 = 2,788444943 . 
l ừ đó la suy ra X = 0,5236897862, y = 1,6 1 0898137,z = 1,48288 1 926. 

BT 5. Tìm nghiệm gần đúng cùa hệ: 

f_ ,_ _ 2 

3x 2 +2.3 y - 5. log 5 z = -ị 

2 2 l,y,2..'2 

a) 5* 3’ 3 + f log 5 Z 5 

3,2 lx 2 -3,32.3 y -2,131og 5 z = 3,253 

( Trích Đề thi HSG MTCT Bộ 2012). 
Lòi giải và đáp số 

Dùng chương trình giải hệ ba phương trình ta được: 

X 2 ạ 4,474479902 (x -±2,1153 

. 3 > » 1,360425497 <=> 1 y ~ 0,2802 

log 5 7* 3,095524807 Ị/. «145,7736 

3x 2 +x/. -y/. + y 2 =2 (1) 

BT 6. Giải hệ phương trình sau: <1 y 2 + xy - yz + z 2 = 0 (2) 

X 2 -xy-xz-z 2 =2 (3) 

Lòi giải và đáp số 

Cộng vế theo vế (2) và (3), ta được: X 2 + y 2 - yz - zx = 2 

^ X = 0 

Suy ra 3x 2 4 - X/ - yz + y" = X" + y“ “ y/ “ zx => x(xH-z)—0 <=> 

f .2 _ o 

-yz + y =2 

Thay X = 0 vào hệ đã cho, ta được: < y 2 - yz + z 2 = 0 ( hệ vô nghiệm) 

“Z 2 = 2 
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Thay z = 


- X vào hệ đã cho, ta được: 


2x 2 + xy + y 2 =2 
• X 2 + 2xy + y 2 = 0 
X 2 - xy = 2 


Dùng máy giải ta được hệ vô nghiệm. 

Vậy hệ đã cho vô nghiệm. 

BT 7. Tìm nghiệm đúng của hệ phương trình: 

13x 3 - 26102x 2 - 20Q9 x - 4030056 = 0 
Ị^x +x/x 2 +4017 J^y + ựy 2 +4017 j = 4017-73 

Lòi giải và đáp số 

Vào chương trình giải phương trình bậc ba để giải phương trình: 

13x 3 - 26102x 2 - 2009x - 4030056 = 0 o X = 2008 . 

Thay X = 2008 vào phương trình thứ hai ta được: 

y + N /y 2 + l=73oựy 2 + l=V3-yo|^'y^ () r- 

[y 2 + 1 = 3-2yv3 + y 2 


<=> 


Mĩ = 2 1 

jy<V3 7^ 


Đáp số: X = 2008,y = 4= * 0,577350269. 

V3 

Lò'i bình: ơ phương trình y + sjy 2 +ị=sjĩ ta sử dụng chức năng ÍSHlFĩ| ỊcalcỊ 

se tim duọc nghiệm cua phương trình X = 0,577350269 , nhưng nghiệm này chi là 

nghiệm gân đúng. Việc sử dụng MTCT kết hợp với các phép biến đổi sơ cấp đưa ta 
tìm dược đáp số đúng của đề bài. 

Bf 8. 1 ìm gân đímg nghiệm cùa hệ phương trình: 

Íx(x + 201l)(y-20l0x) = 9 
[x 2 +x + y = 6 

( Trích Đề thi HSG MTCT 12, Vĩnh Phúc 2012) 
Lòi giải và đáp số 
Đặt a = x(x + 201l),b = y-2010x . 

Lúc đó hệ đã cho trờ thành <^ <z> j a ~~ "7 

[ a + b = 6 Ị b = 3 ’ 

Từ dó ta tìm được í x * »•«>' 5 í * = -2011.0015 

[y =5,9985’ Ịy = -4042109,9990 
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• X-— =y-— 

BT 9. Giải hệ phương trình sau: ( X y 


x “ V y V (0 

X y 

2y = x^ + 5 ( 2 ) 

(Đề thi HSG MTCT Quảng Trị 2012) 


Lòi giải và đáp sô 


Điêu kiện: xy T* 0 . 

Ta có: ( 1 ) o (x - y)^l+ = 0 ° _ỉy = = - Ị 

THl:í*- y 7 -k = y _ o X = y « -2,0946. 
iH1: \.2y = x 3 +5 \x 3 -2x + 5 = 0 


8 TH1: Ịỉỹ=x 3 + 5 <=> lx 3 -2x + 5 = 0 OX 

• ™M&5~P + t, + 2 .0 (*) 

rtii.íivnrt i-vình hàna r.árh vpt ham <sO 


Giải phương trình (*) bằng cách xét hàm số: f (x) = X 4 + 5x + 2 

Ta thấy hàm số này liên tục trên K và có í'(x) = 4x 3 + 5,1 '(x) = 0 o X 7 = ?! 


Vì f’(x) = 0 có nghiệm duy nhất nên phương trình (*) có nhiều nhất hai nghiệm. 

Sử dụng MTCT ta tỉm được hai nghiệm gần đúng là 

Ịx« -1,5478. jx« -0,4054 
jy« 0,6461 ’ \y »2,4667 

Vậy hệ đã cho có ba cặp nghiệm: 

íx « -1,5478. fx «-0,4054 íx «-2,0946 

ịy« 0,6461 ; |y »2,4667 ; Ịy«-2,0946’ 

, . . . [ X + y + 2xy = -28 

BT 10. Tìm nghiệm (đúng và gân đúng) của hệ phương trình <4^_ y 4 = 70ồ 

(Đề Thi HSG MTCT, Huế 2013). 
Lòi giải và đáp số 

Tacó X 4 +y 4 =(x 2 +y 2 ] 2 -2x 2 y 2 = (x + y) 2 -2xy -2x 2 y 2 

Đặt s = X + y,p = xy . Lúc đó hệ đã cho trở thành 

js + 2P = -28 r _ -28-S 

ị(s 2 - 2p) 2 - 2P 2 = ™6 ° ụ_ 4s?p + 2 P> = 706 
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p. -28-s 

S 4 -4S 2 .:^4^V=706 
2 { 2 ) 

p -28-S 

o < 2 2 

s 4 + 96S 2 + 2S 3 -4- -1098 = 0 
1 2 

Sử dụng chức năng |shift| ỊcalcỊ (SOLVE) giải phương trình (2) ta được hai 
nghiệm s = 2;s = -2,580659359 

a Với s = 2=>p = -15. Lúc đó s,p là nghiệm của phương trình ri 
X 2 -2X-15 = 0<=> * = Ý 

* Với s = -2,580659359 => p = -12,70967032 Lúc đó s,p là nghiệm cùa 
phương trình X 2 +2,50105806IX-12,70967032 = 0« X =-í 081717421 

Vậy hệ phương trình đã cho co 4 nghiệm 

íx =—3. fx = 5 .Ịx «'2,501058061 .íx « -5,081717421 
Ịy = 5 Ịy — —3 Ịy « —5,081717421 |y « 2,501058061 

Lòi bình: Phương trình (2) là phương trình bậc 4, ta dùng MTCT tìm được hai 
nghiệm là s = 2;S = -2,580659359. Mà ta biết phương trình bậc 4 có tối đa bốn 
nghiệm. Để khỏi xót nghiệm ta làm như sau: 

Khi đoán được nghiệm s = 2 ta sử dụng sơ đồ Hocner hoặc phép chia đa thức 

phân tích S 4 +2S 3 +^S 2 +28S-314 = 0«(S-2)ỊV+4S 2 +-^- 

. , 192 „ 

Dừng MTCT giải phương trình bậc ba S" + 4S + -^s +157 = 0 có đúng một 

nghiệm s =-2,580659359. 

BT 11. Giải hệ phương trình -Ị * 2 + y, + 2 X ^w\, , \ _ . 

^ 6 X +y +3(x + y] = 27 

(Trích đề thi HSG MTCT, Quảng trị 2011). 
Lòi giải và đáp số 

Đặt 1^3* + y . Hệ đã cho trở thành: « 2 + O-T 

Ịp = xy v Ịs 2 -2P + 3S = 27 
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Từ đó: S 2 +5S-49 = 0 o 


-5-V22T 

2 ,_ 

-5 +V22I 


5-V22T . „ 27 + V22Ĩ 


■ Với s = ——7-=>p =-— 1 -. 

2 2 

J (y =-6,8987 “ Ịy =-3,0344 

.... „ _ -5 + V 22 Ĩ _ n _ 27- V 22 Ĩ 

■ Với s =-—-—— =>p =- : -. 

2 2 

Suvra ix = 2,5959 hoăc íx = 2,3371 
Suy ra Ịy = 2 ; 3 37 Í hoặc u = 2^5959 

DT fì n :ẵ: tri.-.!,. 


BT 12. Giải phương trình: 


Ị7x + 7l + 9x 2 j|^y + \[l + y 2 j = i 

X 2 +v 2 -4x +8v - 9 = 0 


X +y -4x + 8y -9 = 0 

Lòi giải và đáp số 


Ta có 


(2)o3x + 7l + 9x 2 


o3x + Vl + 9x 


7l + 9x 2 =-=——- 

yy 2 + 1 +y 

V[7^ = vZIizZ = ự77ĩ + (_ y ) 


Xét hàm số: f (t) = l + \/t 2 +1 có l'(t) = 1 + ..I. 

vr • 


(0 

( 2 ) 


7l 2 +1 +t 7? + t 


> 


+1 '/nõ 7T 2 +1 

Do đó hàm số đồng biến, từ đó -y = 3x <=> y = -3x thay vào phương trình (2) ta 

được: 10x 2 - 28x -9 = 0. 

Sử dụng MTCT ta tìm được 


>0 


14 + 7286 , , 4 42 + 3V286 

X =-—- > A => y = -3A =-—- 

, H)— l<b 7 

14-7286 -42 + 3V286 

X = ———-> B => y = -3B = - 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 


10 


X = 


10 


1 4 + V 286 

42^+3-^286 ’ 
10 


14-7286 
-42^37286 ■ 


10 
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BT 13. Giải phương trình: 

Ị ìỊĩx 2 +6xy + 5y 2 + 5 = a/2x 2 + 6xy + 5y 2 + 14x + 20y + 25 
Ịe 3x - y + X - o' 


Lòi giải và đáp số 
Phương trình thứ nhất biến đổi thành: 



í „ , ,, . X + y X + 2y _______ -X 

Dâu = xảy ra khi — — = — —— o X = -5y o y = — 1 . 

4 3 5 


Khi đó: ( 2 ) o e 3x + - X + X 3 = 0. Rõ ràng vế trái là một hàm đồng biến. 

Sử dụng MTCT tìm được nghiệm X « -0,498844936 . Từ đó y « 2,49224684. 
BT 14. Tìm nghiệm gần đúng, đúng (nếu có) của hệ phương trình sau: 

[x 2 (l + xy) + l-y = xy 2 -xy 
J ' ' ' (với X > 0, y > 0) 


X 2 í ỉ + xy) + 1 -y =; 
X 4 Ịy 2 +x 2 Ị = y + 3 


( Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2014-2015) 
Lòi giài và đáp số 


Ta có 


X 2 (1 + xy) +1 - y = xy 2 - xy X 2 (1 + xy) +1 + xy - Ịy + xy 2 j = 0 

Ịx 4 |y 2 +x 2 j = y+ 3 0 x 4 |y 2 +x 2 j = y + 3 

^ l + xy = 0(loại) o X !/“? + , { ,1 

|x4Cxịy'3 ĩ x ( y +x ) = y + 3 ® 


Thế (1) vào (2) ta được: 


X 4 Ịx 2 +lj~+x 2 -Ịx 2 +l)-3=0<=> x s + 3x 6 +x 4 -X 2 -4 = 0 
oỊx 2 -l)(x 6 +4x 4 + 5x 2 +4j = 0 ox 2 =1 <=>x = l=>y = 2 
Vậy nghiệm cùa hệ phương trình là (x;y) = (l;2) 
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Phương pháp 


1. Kiến thức toán: cần phải nắm vững các kiến thức sau 

0 Các công thức lượng giác 
0 Các phương trình lượng giác cơ bản 
0 Các phương trình lượng giác thường gặp 

0 Cách giải một số phương trình lượng giác khác (phương trình lượng giác 
không mẫu mực 

2. Kiến thức máy'tính 

D Chọn máy chế độ đơn vị đo là độ: |shift| Ịmqde] nn 

0 Chọn máy chế độ đo là radian (rad); |SHIFT| ỊmqdeỊ pn 

0 Sử dụng được hàm ngược hàm lượng giác: (sin” 1 ), (cos -1 ), (tan -1 ) 

I. Các ví'dụ điển hình thưòìig găp 

cos 3 af 1 + sin 3 a ] + lan 2 a 

Ví dụ 1. Cho sina = 0,3456 0° < a < 90° . Tính M =—-e-—T-7 

COS' a + sin al.cor a 

Hướng dẫn thực hành 

Tính a: chuyển máy về chế độ đơn vị độ: |shỉft| ỊmodeỊ un 
Ẩn ỊỊm)@ŨD0ỊI]Ị3][I][1](=] 

0 Math À 

sin‘KO.3456 

20.21642629 

cos 3 ot Ị1 + sin 3 oc Ị + tan 2 a 

Tính giá trị của biểu thức —J - — -——— r -—— tại giá trị (X (giá trị này 

I cos 3 a + sin 3 a Ị. cot 3 a 

máy đã lưu vào ô nhớ (ÃrêỊ) bằng cách ấn phím: 

m m (ÕÕỊỊ @ ca m m (H <& (3 m E) m ® @ m m © © <& m 

mraoặg@mm(zi®mm(õ§@ram©[i]cg)iĩ]ms®ci] 

Q] © © <B Ẹ Ẹ) d) 0 ® CD ® @ É) CD Ẽ9 ® 

Ấn (=) ta được kết quả: 

... 0 _ MÃtỊi 

7= — - -—— - —> 
í cos í Ịfii*"i£ J j "*“ B c s 

CL 05735271223 

Kết quà: 0,05735271223. 
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Ví dụ 2. Cho A,B là hai góc nhọn biết sin A = 0,458, cos A = 0,217 . 
Tính sin(2A-B) 

Hướng dẫn thực hành 
Để máy ở chế độ đo độ: |shift| ỊmodeỊ m 
Quy trình bấm phím 

dD (HẼ) GD GD GĐ cu GD IM) {tính giá trị góc A} 
dD @ GD 0 DD (TI ỊT| (D {tính giá trị góc B} 

Tính sin(2A -B) bằng cách: (sm) (1] H ỊÃns) 0 Ịte) 03 no 
An (=] ta được kết quả: 



Kết quả: -0.389941478 

Nhận xét: Đối với dòng máy tính mới 570 VN Plus, máy cố thể lưu tự động 
đến 2 kết quả gần nhất của phép tính. Ở trên, giá trị góc A được mảy lưu vào ô nhớ 
Pre Ans vậ giá trị góc B được máy lưu vào ô nhớ Ans . 

Ví dụ 3. Cho tanx = 2 (271 < X <3tĩ) và 2siny + 3cosy = 1 (0<y < 7 i). 

Tính gần đúng với 5 chữ số thập phân: 

,, sin 2 x-cos 3 x ' . tan 2 (x 2 -y) + cot 2 (x-y 2 ) 

ci ) , b)B / V / V 

2tan x + 3cot X sin 2 íx 2 +yj + cosíx + y 2 j 

( Trích đề thỉ HSGMT Casio TP Hồ Chí Minh, lớp 12, 2008-2009) 

Hướng dẫn thực hành 
Để máy ở chế độ Radian: Ịshịft] mu ỈT] 

Ghi vào màn hình: tan -1 ( 2 ) bằng cách: ÍSHĨrrl [tãn) m m 

Bấm (D, ta.được 1,107148718 

■ • “ i Mãtĩĩ A 

tan _1 (2) 

■ 1.107Ĩ4S7ĨR 

Ghi vào màn hình: Ans+271 —►E bằng cách: 

ÍÃns] FR [shĩftỊ íxĩõ^Ị [shĩftì ÍRCĨ1 
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® ra e H @ m m 0 B m @ H e m m 0 E) 
® m ìũẹĩặ m íai E) ìsmĩ m © á e 

@ m © m @ m 

Bấm (H), ta được A ~ 0,0868. 
b) Ghi vào màn hỉnh: 2sinX+3cosX=l bàng cách: 

mỉ^ỊiPimmmmMiMimmỉi^ícÃĩciii] 

Bấm ỊshiftỊ ỊcalcỊ , nhập giá trị ban đầu cho X ( chẳng hạn — ), bấm (=] ta được 
giá trị của X 


Lưu giả trị này vào 


Ghi vào màn hình: 

Ấn P=1, ta đươc -25,0153 

Ví dụ 5. Tính gần đúng nghiệm (độ, phút, giây) của phương trình: 

4cos2x + 3sinx = 2 

Phân tích: Ta cần chuyển phương trình lượng giác trên về cùng một cung. Ta 
có cos2x = cos 2 X -sin 2 X = 2cos 2 X -1 = 1 -2sin 2 X . Tuy nhiên trong phương 

trình có chứa 3sinx nên ta cần dùng cos2x = L — 2sin 2 X, đưa phương trình đã cho 
về phương trình bậc hai theo sinx 


ta “ Math Á 

2sin(X)+3cos(X)i> 
x=: 1.877764029 
L-R= 

biến nhớ Y bằng cách: ỊshiptỊ ỊrÕỊ ỊshdỊ 
i Mltĩí Ã 

Ans+Y 

1■877764029 

tan 2 Ịe 2 - Y Ị + cot 2 Ịe - Y 2 j 
sin 2 ÍE 2 +YÌ + C0SÍE +Y 2 ) 
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Hướng dẫn thực hành 

Đặt t = sinx, -1 < t < 1 thỉ cos2x = 1 - 2r . 

Phương trình đã cho trở thành: 4Ị1 -2t 2 j + 3t = 2 <=> 8t 2 -3t - 2 = 0. 

Chọn chương trình giải phương trình bậc hai: ỊmodeỊ nn nn 
Nhập các hệ số: [~8~| f=l r~n Ị~3l r=1 [---1 í~2l r=1 

Ẩn (=0 ta được nghiệm thứ nhất: tị = — « 0,7215 —> A 



Ẩn tiếp phím (=] ta được nghiệm thứ hai: t ( = -——— ~ -0,3465 —> B 
- Với tị = A o sinx = A . Đẻ tìm X ta ấn: |SHIFT| (sm) lALPHAl [ỠÕỊ [=1 0 
ta được X, ss 46°10'42,53"+ k360° 



Ẩn tiếp: Q3 GO QD 0 0 ỊÃns) (=0 @ ta được kết quả 
x 2 *133 (> 49'17,47"+ k360° 


- Với t 2 = B C5> sinx = B . Đe tìm X ta ấn: |shifĩỊ Ịsiiĩl [ALPHAl F77T] (HỊ IỘmỊỊ ta được 
x 3 »-20° 16'24,25"+ k360° 



Lòi giải và đáp số 

Đặt t = sinx, -1 < t < 1 thì cos2x = 1 -2t 2 . 

Phương trình đã cho trở thành: 

t _ 3 + V73 

4Ị1 -2t 2 j + 3t = 2 <=> 8t 2 - 3t - 2 = 0 <=> 1_ 3 

> = nỉ6 
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@ Với tị = 


© Với tị = 


3 + 4 Ĩ 3 _ .. 3 + V73 _ 

<=> s inx = ——-— <=> 


16 


16 


X, » 46 10 42,53 + k360 , _ „ 

x 2 «133°49'17,47"+k360 () 


3-V73 3-V73.. 

<=> s inx =--— o 


X, » -20 16 24,25 + k360" . „ 

3 ~'[) „,k 6 z 

x 4 *200 ll 16'24,25"+k360° 


16 16 
Vậy, nghiệm của phương trình là: 

X, ~46 () 10’42,53"+k360°; x 2 a* 133°49’ 17,47"+ k360° 

x 3 » -20° 16'24,25"+ k360° ; x 4 « 200°16 , 24.25"+ k360° 

Lưu ý: 

© Vì đề bài yêu cầu tỉm nghiệm gần đúng độ, phút, giây nên trước khi tính toán 
ta phải để máy ở chế độ Deg: ỊsHirrỊ ỊmqdeỊ nn 

© Nhắc lại kiến thức phương trình lượng giác cơ bản: 

:sinỊa°j<=> 


sinx 


X = a + k360 
X = 180° -a° + k360° ' Ke//jr 


Ví dụ 6. Cho góc nhọn a thoả mãn: 6cosa + 8sina = 5^3 . Tính gần đủng giá trị 
của biểu thức: s = 4cos 4 4a +3cos 3 a +. 2cos 2 a +COSƠ +1 

Hưóng dẫn thực hành 

Chia hai vế phương trình cho + 8 2 =10 ta được: 


3_ , 4 ._73 ... 

-cosa + — sina = -—- (1) 
5 5 2 


Đặt coscp = “ , lúc đó phương trinh (1) trở thành 


sin(a + cp) = 


s 


a { = 60 — (p 
a 2 =180-60° -cp 

Để tìm a, ta ấn như sau: cu [0] 0 0 mo ỊẽõsỊ RI í!n ID [=1B 

ta được kết quả: a ( w 23°7'48,37" —» A {đưa vào ô nhớ A} 



Đẻ tìm a 2 ta ấn như sau: 


Dũ do ŨD 0 0 GD ŨD 0 0 @ © CỊD dD GDGD Ẹ3 

ta được kết quả: a 2 « 83°7'48,37" —> B {đưa vào ô nhớ B} 
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18Ũ D -6Ũ°-C0S‘ 1 (f 
83°7’48.37” 

Đe tính giá trị của biểu thức s vợi các giá trị otị ,a 2 tương ứng ta sử dụng chức 
năng ICALCl . 


Nhập vào màn hình: 4cos 4 4X + 3COS 3 X + 2cos 2 X + cosX + 1 bằng cách: 

® m @ a H m m m © ® ® (B ® H m m m Ẽ3 d) 
® GE) ca CD @ H CD Q 3 ca (53 GB §ỊỊ d§ QD ca EJ co 

Ẩn ICALCl . nhập ỊALPHAl (õõ) ấn GU ta được kết quả Sị » 5,94415 

H Math Á 

4CcosC4X)) 4 +3Cc> 

_ 5.944148884 

Ấn ỊcalcỊ . nhập ỊalphaỊ 0 ấn (=] ta được kết quả S 7 »3,63134 

i Mi.tti Ã 

4Ccos(4X)) 4 +3(c> 

3.63134445? 

Lòi giải và đáp sô 

Chia hai vế phương trình cho v6 2 + 8 2 =10 ta được: 

— cosa+ ~-sina =(1) 

5 5 2 


Đặt coscp = , lúc đó phương trình (1) trở thành 


sin(a 4- (p) = 


s 


a, = 60° -(p » 23°7'48,37" 
à 2 = 180-60° -<p « 83°7'48,37" 


• Với a, « 23°7'48,37" thay vào biểu thức ta được s, « 5,94415 

• Với a 2 w 83°7'48,37" thay vào biểu thức ta được S 2 « 3,63134 
Lưu ý: Đối với phương trình bậc nhất theo sinx và cosx: asinx + bcosx = c 

Cách giải: Chia hai vế phương trình cho V c/ 2 + b 2 ta được: 

... a ■ b . c 

(])<=>- == — sin Jt + .-.= ■ cos X = 1 

yja 2 +b 2 \Ja 2 +b 2 ya 2 +b 2 
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Đặt: sina 


ya + b 2 


, cosa 


V77/2 2 

phương trình trỏ'thành: sina.sinx + cosa.cosx = 


(a € [o, 2/r]) 


/ 2 

Va 


+ b“ 


<=> cos(x - a) 




.2 , ,2 

a 4" h 


= cosP (2) 


Điều kiện để phương trình có nghiệm là: 

c 1 . .2 . 1-2 ^ ..2 

< 1 <=> a + b > c . 


(2) <=> X = a± p+ k2ít (keZ) 

Ví dụ 7. Tìm gần đúng (độ, phút, giây) của phương trình: 

3(sinx +cosx)-5sinxcosx = 2 

( Trích Đề thi HSG MTCT Thanh Hóa 2011) 


Đặt t = s inx + cos X 


■*Y9 r ‘ ■-© 

3(sinx +cosx)-5sinxcosx = 

( Trích Đề thi HSC 
Hướng dẫn giải 

VĩsinỊx + 45°j,t e -yỈ2',\Ỉ2 

1 p 

rở thành: 3t + 5.——— = 2 <=> - 
2 


Phương trình đã cho trỏ' thành: 3t + 5.-—— = 2 o -5t 2 + 6t + 1 = 0 
Chọn chương trình giải phương trình bậc hai: ỊmodeỊ go [~3~| 

Nhập các hệ sổ: 0 cu (=] om ẼD Q] (M) 


Ấn (§D ta được nghiệm thứ nhất: t, = 


3 + \/Ĩ4 


1,3483-» A 



Ẩn (=3 ta được nghiệm thứ hai: l 7 = 


3 - n/ỉ4 


-0,1483 —» B 



® Với tj = A <=> \Ỉ2 sinỊx + 45° j = A. Để tìm X ta ấn như sau: 

m @ m e m © (D® <&> m 0 s (U 0 m B 
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ta đưọ-c kết quá X, * 27 (, 26'33"+ k360° 



Với l 2 = B o \Ỉ2sinịx + 45° j = B. Để tìm X ta ấn như sau: 


(inD®ịIlE3(l](£)(2]<S)<s>d)0[3(i)E3@E3 

ta được kết quà x 3 « -51°01'14,2"+ k360° 



Ẩn tiếp: m m fÕ1 B 0 ỊÃns) (==) Qta được kết quả 
x 4 » 231 0 01'14,2"+ k360° 



Từ đó ta tìm được nghiệm của phương trình là: 


XI w 27°26'33"+ k360°; x 2 «152°33 , 27,25"+ k360° 


X 3 « -51°0ri4,2"+ k360° ; x 4 «231 H 0ri4,2"+ k360° 

Lòi giải và đáp số 

Đặt t = sinx + cosx = V2sinỊx + 45 () j,t€ -V2;V2 . 
Phương trình đã cho trở thành 

3 + VĨ4 

1,2 1. =—-f 

3t + 5.——— = 2 o -5t 2 + 6t + 1 = 0 <=> _ 5 

2 . 3 - V14 
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.... ' 3 + VĨ 4 r ( 03 + VĨ 4 

® Với t, =- J —Ov2sinỊx + 45 j = -2 — 

_ X, «27°26 , 33 ,, + k360° 
x 2 ~152°33'27,25"+k360 () 

3-VĨĨ /- . / ._,)\_3-7Ĩ4 

® Với l 7 =—<=> V2 sinị^x + 45 j = -— 

X, »-51 0 01 , 14,2 ,, + k360° - 

o 3 --.11.... -.. „n,keZ 

x 4 «231 w 01 , 14,2"+k36Ọ l> 

Lưu ý: Phương trình đối xứng: a.(sinx ± cosx) + b.sinx.cosx + c = 0 
Đặt: t = cosx ± sinX = 9 / 2 .cosíX + 7 Ì; Itl ^ V 2 . 


9 . I 2 

=> t = 1 ±2sinx.cosx => sinx.cosx = ±“(t -1). 

2 

Thay vào phương trình đã cho, ta được phương trinh bậc hai theo t. 
Giải phương trình này tìm t thỏa Ịt| < \fĩ. Suy ra X. 

Chủ ý hai công thức đặc biệt sau: 


© cosx + sinx = 


® cosx - sin X = 


1 I Ulll 1 . H 1 V/M ! »• I ” V 

Í1C đặc biệt sau: 

77cos X- — =V2sin X + ^ 

V 4 ) V 47 

r 7t 'ì / X 

77cos x+— =-72sin X — _ 

4 / 4 / 


Ví dụ 8. Giải phương trình sau: 

2sin 2 x + Ị3 + 73jsinxcosx + ỊV3-ljcos 2 x = l . 

Hướng dẫn thực hành 

Nhận thấy cosx = () không phải là nghiệm cùa phương trình. Chia hai vê của 
phương trình cho cos 2 X ta được: 


2tan 2 x + Í3 + V3Ìtanx + V3-l=- — 

v ' V cos X 

<=> 2tan 2 X + Í3+-7? jtan+73 -1 = 1 + tan 2 X 

<Wx + (3 + 77)tan + 77-2 = 0 

Vào chương trình giải phương trình bậc hai: iMODEl s~ 5~1 [13 
Nhập các hệ số: Q3 (=) d] [+1 í^ì [3] Ẽ1 ® [H <S) 0 d] (=] 
Ân (=] ta đươc nghiệm thứ nhất: lị ~ 0,05596 — > A 
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Ẩn tiếp phim (=0 ta được nghiệm thứ hai: t 2 « “4,78801 -> B 

' 0 MathTA 

X2= 

-4o 788013307 

® Với tị » 0,05596 o tanx = A . Để tìm X ta ấn như sau: 

1shiftỊ [ĩãnì IAIPHAI F)| Í=1 ta được nghiệm X! » 0,0559 + kn 

ã htath A 

tan" 1 CA 

0.Q559Ũ41B792 

® Với t 2 '«s -4,78801 <t=> tanx = B. Để tìm X ta ấn như sau: 

ISHirrỊ [tăn] ỊALPHAl Q (=] ta được nghiệm X, « -1,3649 + kĩc 

[3 Ma.th A 

tarrKB 

_ -1-364901127 

Lòi giải và đáp số 

Nhận thấy COSX = 0 không phải là nghiệm của phương trình. Chia hai vế cùa 
phương trình cho cos 2 X ta được: 


« 


Í3 + \ỉĩ\líinx + V 3 -1 =-— 

/ ’ rX COS 2 X 

an 2 X + Í3 + y3 jtan+ v3 -1 = l + u 

112 Y +ị?> + \Ỉ3 jtan+ V 3 - 2 = 0 

~ 0,05596 _ |"x| «0,0559 + 
lanx « -4,78801 |x 2 «-1,3649 


2 tan 2 X + 

o 2 lan 
o tan 2 X + 

tanx~ 0,05596 


,k G z 


Vậy nghiệm của phương trình là: Xị « 0,0559 + k7T, x 9 « -1,3649 + ka, k e z 
Lưu ý: Đối với phương trình lượng giác cơ bản tanx = tana <=> X = a + kn,keZ 

. 3 

Ví dụ 9. Cho phương trình: 2cos 2 X + cot 2 X = y — . Tìm tổng tất cả các nghiệm 

sin 2 X 

của phương trình trên đoạn [0;5ơJ (kết quả gần đúng với 10 chữ số thập phân) 

Lòi giải và đáp số 


^ ■ 7X 

Điêu kiện: sinx íOoxí- + krt 

2 


Phương trình được biến đổi về dạng: 
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2cos 2 X + col 2 X = sinx + 1 + cot 2 X 
o 2sin 2 X + sin X - 1 = 0 o 


sin X — 1 Tt k2ĩt 

1 ox = -7 + —- (k e /Á) 

sinx=-r 6 3 

2 


Ta phải có: 0 < < 50 « --t < k <-=> k = 0,23 

6 3 4 4n 

Dãy các nghiệm của phương trình lập thành cấp số cộng gôm 24 sô hạng có 
tổng được tính bởi: 


24 


s = - 


TC n 46tc 

.. — -Ị- — 

6 6 3 


18871« 590,6194188749. 


Lò'i bình: Ngoài cách sử dụng công thức tổng n số hạng dầu của một cấp số 

n ( u i +u n) 


cộng là s 


□ 

ta có thể dùng chức năng , cụ thế như sau: 

□ 


Nhập vào màn 


23 

hình y 

x=« 



2nỉO 

3 ) 


bằng cách: 


|SHÌFĩ] (iõgj) ÍWÌ ÍSHÌFĩ] [xĩõ 7 ! (▼) fẽl (R) ỉ+1 (fi) [ 2 ] [SHÌFĩ] 

(ỉ) GD (B (E> GD <s> [D cu 


XĨF 1 tÃLPHÃì Q] 



Ví dụ 10. Tính gần đúng nghiệm (độ, phút, giây) của phương trình: 

cos4x + cos3x + 23cos 3 X — 79cos 2 X + 23cosx + 20 = 0 (l) 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2011) 
Lòi giải và đáp số 


Ta có: 


cos4x = 2cos 2 2x -1 = 2^2cos 2 X - ỉỴ - ì = 8cos 4 X - 8cos 2 X + 1 

cos3x = -3 cos X + 4 cos 3 X 
Phương trình đã cho trở thành 

8 cos 4 X + 27 cos 3 X - 87 cos 2 X + 20cos X + 21 = 0 

Đặt t =cosx,t e [-l;l] , phương trình (1) tương đương với 

8 t 4 +27t 3 -87l 2 +201 + 21 =0 
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Dùng chức năng ỊshiftỊ ỊcalcỊ giải phương trình ta được 

t = -0,375 = -ị:\ * 0,769149633 
8 

Vậy nghiệm của phương trình (1) là: 

X, «±112°01 , 28 ,, + k360°;x 2 ~ ±39°43'21"+k360°. 


II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Tính gần đúng các nghiệm (độ, phút, giây) của phương trình 

sin 2 2x + 5(sin X - eos x) = 2 ứng với t = sin X - 00$ X > 0 

Lòi giải và đáp số 


Đặt t = sin X - cos X = 4Ĩ s 


sin 


X — 


; 0 < l < V2 


1 — 0,218669211 => sin(x - 45° ) = - 


x-45° *8°53'4r 


Phương trinh trở thành: t 4 - 2t 2 + 5t -1 = 0 (0 < t < \Ỉ2) 

4= «0,154622482 
42 

_ í 53°53'41"+ k.360° 

, x-45 u »171 0 6'18 M A .. 

u ^2 ~ i-u; u tu -T- IV.^Í\JV7 

BT 2. Tính gần đúng nghiệm (theo đơn vị độ, phút, giây) cùa phương trình 
3(sinx + COSX) = 2\/3cos 2 2x -^3 + V3 j 

Lòi giải và đáp số 
Phương trình đã cho tương đương: 

3(sin X + cosX) - 2V3cos 2 2x + Ị3 + j = 0 (1) 


Đặt l = sinx + COSX = v/ĩcosỊx -45°j, t 6 -\lĩ; \Ỉ2 
f(x) = 3(sin X + cosx) - 2a/3cos 2 2x + Ị 3 + V3 j = 0 

r~f / -s \ 2 ^ / r—\ 


sin2x = 1-1 


<=> 3t 


J VM11A f cubzx + LH 
f 2 \ ' ' 

-2V3 i-(t 2 -i) +(3+V3Ì-0 

V v ) y ’ 


Xét g(t) = 2 V3t 4 - 4V3t 2 + 31 + 3 +V3, te -\Ỉ2; V2 

Nhập vào màn hình: 2V3X 4 -4V3X 2 +3X + 3 + V3 
Ấn ICALCl nhập (""1 Ịvãị nn í=1tadược gỊ-V2j >0 

Ấn ICALCl nhập 0 ỊT] GiD ta đượcg(-l)<0 


159 



CĐBD HSG Giải To án trên MTCT Casio 570vn Pius_Trản Đình Cư 


Án lCALCị nhập SE10IBÌ ta đưọcg(- 0 . 5 ) > 0 
(Có thể kiểm tra bằng chức năng TABLE ) 

Dùng chức năng SOLVE với giá trị đầu X = -yfĩ ta tìm dược một nghiệm 
t, «-1.38268577 

Dùng chức năng SOLVE với giá trị đầu X = —0.5 ta tìm dược một nghiệm 
t 2 * -0.708709924 

í . 3 


Giải phirơiig trình cơsỊx-45°Ị- 


4= o X = 45° ± cos 1 


t 

\'J2j 


+ k360 , k G z , 


ta được các nghiệm: 

X, « 212°52'45"+ k360°; x 2 « -122°52'45"+ k360° ; 

x 3 «165 (, 4'28"+k360 o ; x 4 *-75 () 4’28"+ k360° 

BT 3. Tìm giá trị đúng tổng s tất cả các nghiệm thực của phương trình sau trên 
đoạn [0; 70]: 

3sin2x- 4sin2x.sin 2 x~ 2cos.r = 0 
Lòi giải và đáp số 

Biến đổi phương trình về dạng GOSA\(sin3x- 1) - 0, ta tim đuọc nghiẹm . 

7t . TC k27I x , rn 

X = ™ + k2ĩc (1), x=“7 + -~—■ (2) ,keZ 
2 6 3 


Họ (1) nhận k = 0,10, họ (2) nhận k = 0,33 


w (. 

Đật s, = x : 

R=()V 


3 


: + k27t 


) 


23171 

2 


4 ^ { n k2n ì 

• S2 = sj +i f 

k=()V ° J J 


7t k27t Ị_ 1 139 71 
6 + 3 j 3 


Suy ra: s - S| + s, = 


297 lít 


BT 4. Tìm tất cả các nghiệm gần đúng của phương trình sau trong khoảng 


71 571 

4' 4 


1 . 1 10 

cos X + s inx H-1- : — - — ■ 

cosx sinx 3 


Lòi giải và đáp sô 

Đặt t — sinx + cosx, |t| < V 2 . Biến đôi phương trình đã cho vê dạng 
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; , 

3t 3 -10t 2 +3t + 10 = 0« 1, = ----- 

2 3 Ẻ _ 

, _2-fe 

>" 3 

Chọn t 3 ta được 

.__ 2 - V 39 _ _r 71 Ỵ 2 -V 39 n _2 - VĨ9 

3 l. 4j 3 V 2 4 3 V 2 

Dùng MTCT ta tínhđưực X « 2,9458. 

BT 5. Tỉm gần đúng (độ, phút, giây) nghiệm của phương trình: 

4cos2x + 3sinx = 2 
Lòi giải và đáp số 

Biến đổi phương trình đã cho về dạng: 

8sin 2 x-3sinx-2 = 0<=> 

sinx « -0,3465 

Từ đó ta tìm được nghiệm của phương trình là: 

X « 46°10 , 43"+ k360°; X «133°49T7"+ k360°; 

X « -20°16'24"+ k360 ,x « 200°16'24"+ k360 l) 

BT 6. Tìm nghiệm gần đúng (độ, phút, giây) của phương trình 

2sin 3 X -(1 + V2)sin 2 x.cosx + ( 2 V 3 + 2 V 2 -4)sinx.cos 2 X 
-sinx + (1-V2)(2v3 -3)cos 3 X = 0 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2011) 
Lời giải và đáp số 

Chia hai vế phương trình cho cos 3 x ^ 0 ta được: 

tan 3 X - Ịl + V 2 Ị tan 2 X + Ị 2 V 3 + 2 V 2 - 5 Ị t anx + Ịl - V 2 ỊỊ2-VỈ3 - 3 Ị = 0 

[tanx« 1,732050808 

Giải phương trình bậc ba ta được: tanx » 0,2679192 

tanx «0,414213562 

Từ đó ta suy ra được nghiệm X cùa phương trình 

Đáp số: X = 60° + kl80°;x = 22°30'+ kl80 () ;x = 15° + kl80°. 

BT 7. Cho phương trình: cos4x - cot 2 X = —— — *^ sm -- X —- (1) 

sin 2 X 

a. Tìm giá trị đúng các họ nghiệm của phương trình (1) trên tập R . 

b. Tính giá trị đúng của tổng )ất cả các nghiệm phương trình (1) trên đoạn [-1 ;64]. 

(Trích Đề thi HSG MTCT cần Tho 2011) 
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Lò’i giải và đáp số 

Điều kiện: sinX * 0 <=> X kĩt(k e Z), phương trình được biến đổi về dạng: 

cos 4x = cos(tc - 2x) <=> 4x = ±(7t - 2x) + m27t <=> X = ^ + —-— (m e Z) (thỏa 

6 3 

điều kiện) 

' □ 

Vì xe[-l;64] nên m=-l, 60. Sử dụng chức năng phím ta tìm đựợc 

□ 

tổng tất cả các nghiệm trên đoạn [-1; 64] làS = 620 tĩ . 

BT 8. Tìm nghiệm gần đúng (theo đơn vị độ, phút, giây) của phương trình 

cos4x + Cơs3x + 21cos 3 X + 34cos 2 X + 6cosx - 27 = 0 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2011) 
Lòi giải và đáp số 

Thay thế 

cos4x = 2cos 2 2x -1 = 2(2cos 2 X -1) 2 -1 - 8cos 4 X - 8cos 2 X +1 
cos3x = 4cos 3 X-3cosx 

Đặt t = cosx, |t|<l 

Khi đó ta có phương trình 

8t 4 + 25t 3 + 26t 2 + 3t - 26 - 0 o (t + 2)(8t 3 + 9t 2 + 8t -13) = 0 
ot «0,7075563476 

Suy ra X « ±44 0 5748,82". Vậy X « ±44°5149 + k.360° 

BT 9. Tính gần đủng nghiệm (độ, phút, giây) của phương trình: 

cos 6 X + sin 6 X + 5 cos 3 X - 6 cos X +1 = 0 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2012) 
Lời giải và đáp số 

cos 6 x + sin 6 X + 5cos 3 X -6cosx +1 = 0 (1) 

Ta có: cos 6 X + sin 6 X = 1 - 3sin 2 X cos 2 X = 1 + 3 cos 4 X - 3cos 2 X 
Nên: (1) <=> 3cos 4 X + 5cos 3 X-3cos 2 x-6cosx + 2 = 0 
Đặt t = cos X (-1 < t < l), phương trình (1) tương đương: 

3t 4 + 5t 3 - 3t 2 - 6t + 2 = 0 (-1 < t < 1) 

Dùng chức năng SOLVE giải phương trình ta được hai nghiệm: 
tj =0,314691610; t 2 «0,921570007 
Vậy nghiệm của phương trình (1) là: 

X, « ±71°39'28"+ k360°; x 2 «±22 H 50’36"+k360° 
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BT lO.Tìm nghiệm gần đúng (độ, phút, giây) của phương trình: 

sin 2 2x+ 4(sin X + cos x) = 3 

(Trích Đề thi HSG MTCT Tuyên Quang 2012) 
Lời giải và đáp số 

Đặt t = sin X + cos X = V 2 cos (x - 45°); sin 2x = t 2 - 1 
Phương trình tương đương: t 4 - 2t 2 + 4t - 2 = 0 , (|t| < V 2 ) 

Dùng chức năng SOLVE giải phương trình được 1 nghiệm t« 0,676444288 

Với t« 0,676444288 o 'h cos (x - 45°) = 0,676444288 
Đáp số: X|« 106°25'28" + k 360° , x 2 = 16 0 25'28"+ k 360° 

BT 11. Tìm nghiệm gần đúng (độ, phút, giây) của phương trình 

sin 3 X - 3 cos X - 6 sin X cos 2 X + 7 cos 3 X = 0. 

(Trích Đề thi HSG MTCT cần Thơ 2012) 
Lòi giải và đáp số 

Do cosx = 0 không là nghiệm cùa phương trình nên chia hai vế phương trình 
cho cos 3 X và đặt t = tanx ta được phương trình: t 3 -3t 2 -6t + 4 = 0 
‘t, »4,20147233.8 

o t, «0,5450959088 từ đó suy ra X 
tj »-1,746568247 

Đáp số: 

X, «76°36'43"+k.l80 () ;x 2 «28°35'40"+1.180°;x 3 »-60°12 , 23"+.m.l80 () với 
k,l,meZ 

BT 12.Tìm nghiệm gần đúng (độ, phút, giây) của phương trình 

4sin 2 2x + 10(sinx + cosx) = 7. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Quảng Ninh 2012) 
Lòi giải và đáp số 

Đặt t = sinx + COSX = Vĩsin^x + 45° j,t e — s/2; V 2 

Suy ra sin2x = t 2 -1. Phương trình đã cho trở thành: 4t 4 -8t 2 + lOt - 3 = 0. 
Xét hàm số: f (t) = 4t 4 - 8t 2 + lOt - 3,f'(t) = 16t 3 - lót + 10,f’(t) = 0 ó t = l () 

Ta thấy f(t 0 )<0 và lim f(t) = +oo nên phương trình f(t) = 0 có hai nghiệm. 

Dùng chức năng Ịshift| ICALCl ta tìm được hai nghiệm gần đúng của t là t,>t 2 (t 2 
không thỏa điều kiện) 

Với t = tị = yfĩ sinỊx + 45° Ị từ đây ta tìm được X . 

Đáp số: X « -26°53'2"+k360 0 ,x «116°53'2"+ k360° 
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BT 13. Tìm nghiệm gần đúng (tính theo đơn vị độ, phút, giây) của phương trình: 

v5 eos3x + 8 sin" X - 2 - 0 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2012) 
Lòi giải và đáp số 

Ta có: 

Vs cos3x + 8 sin 2 X - 2 = 0 o \Ỉ5 Ị 4 cos 3 X - 3 cos X j + 8^1 - cos 2 X j - 2 = 0 
<=> 4v/i cos 3 X - 8 cos 2 X - 3^5 cosx + 6 = 0 

2 rj r 

Đặt t = cosx ta được 4 V 5 P 3 -8t 2 -3 a/5i + 6-0 01 = —- 7 -; l = —t = — 7 - 

5 2 2 

Đáp số 

X « 26°33'54"+ k360°;x « -26°33'54"+ k360'’;x = 30° + k360" 

X. = -30° + k36Q ;x = 150° + k360°;x = -150° + k360° 

BT 14. Tìm nghiệm gần đúng của phương trình: 

V 3 sin 2x +1 = 2cosx - cos2x, biết 270° < X < 450°. 

Lòi giải và đáp số 

Cách 1: Ta có 

V 3 sin 2x +1 = 2 cos X - Cơs2x o Ị V 3 sin X + cosx -1 j cos X = 0 


sin X + cosx = 1 

• Với cosx == 0 dùng chức năng lĩiode 7 với start? 270, End? 450 và Step? 90 
thì vô nghiệm. 

@ 3/3 sinx + cosx = l dùng chức năng mode 7 với start? 270, End? 450 và 

Step? 30 thỉ phương trình có 1 nghiệm X = 360° 

Cách 2 

Phương trình: >/3 sin X + cosX = 1 có a = s,b=i, c = 1 nên b 4- c ^ 0 
( a ± x/tĩ 


Ta có: x = 2arctan 


/ a 2 + b 2 - c 2 
b + c 


+ k360° (keZ). 


Nhập vào màn máy tính: V 3 —» A, 1 —>B, 1 — >c 
Dùng MTCT ta tính được: 


X = 2 arctan 


a + 'Ịa 2 + b 2 -c 


2 4 


b + c 


V 


= 120° (loại), 
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X = 2arctan 


{ a-v/ĩr 


+ b 2 — c 2 


b + c 


0° => X = 360° (chọn k = ]). 


V . / 

BT 15. Giải phường trình sau theo độ, phút, giây 


4sin 4 x + l-V2 + sin2x = cos 2 2x 

Hướng dẫn giải 

Phương trình được viết thành: 4 sin 2 x - V2 + 2sinxcosx = 0 
Do COSX = 0 không thỏa phương trình, nên chia hai vế cùa phương trình cho 
cos 2 X và đặt t = lan X , ta được phương trình: 


4t 2 - 3 / 2(1 +1 2 ) 2 + 2t(l +1 2 ) -0 .. 

Dùng TABLE kiểm tra thì phương trình cỏ hai nghiệm thuộc các khoảng 
(-0.6;-0.5) yà (0.8;0.9) . 

Nhập phương trình vào máy tính rồi giải ta được các nghiệm là: 

t =-0,5994; 1 = 0,8727 
Vậy phương trình ban đầu có các nghiệm là: 

X = -30°56'18"+ kl80°;x = 4l°6'42"+ kl80° 

BT 16. Tìm nghiệm gần đúng (độ phút giây) của phương trình: 

1 . 3 _3 4. 

— + sin" 2x + COS' 2x = — sin2x 

2 ■ 3 • 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2014) 
Hướng dẫn giải 


Đặt t = sin2x + cos2x = y^sinỊ2x + 45°j,te -4Ĩ\42 
o..3 . 3 ^ 3« 'Á t 2 - 1 ì , . • , 


Suy ra: t 3 = sin 3 2x + COS 3 2x + 3 

Phương trình đã cho trở thành: 

1 'i>' , i' 4., ; ,> 

2 2 3 V ) 

r\.\ _„1__i. L 


. V 


t, với sin4x = t 2 -1 


o 3t 3 + 8t 2 - 91 -11 = 0 


Dụng MTCT giải phương trình bậc ba ta được 
t*-3,2430 

t«1,3898 . Từ đó ta tìm được các nghiệm của phương trình là 

t* -0,8134 


X »17 0 10'40,9i"+kl80 0 ;x »27°49T9 3 09"+.kl8Ọ°; 
X * -40°3'24,74"+ k 180°;X » 85°3'24"+ kl80°; 
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%hủ M 5: ĐA THỨC 

Phương pháp 

1. Định lý Bezout: số dư trong phép chia p(x) cho nhị thức ax + b chính là 


< b^ 


Từ đó ta có các kết quá sau: 

■ Nấu a là nghiệm của p(x)thì p(x) chia hết cho x-a hay p(a) = 0 
B Khi chia đa thức p(x) cho nhị thức ax + b ta luôn được 

p(x) = ọ(x)(ax + b) + r, trong đó r là một số (không chứa biến X ). 

u ( uX 


Thế X = ——• ta được p 
a 


= r 


2. Sơ đồ Horner: 

Viết P(x) = a 0 x n +a,x n " 1 +... + a n dưới dạng 
P(x) = (...(ạ () x + a,)x + a 2 )x + ...)x + a n 
Vậy P(x„) = (,..(a 0 x () +a,)x () + a 2 )x 0 + ...)x 0 + a n . 

Đặt bg =a () ;bị = b()X () + ; t>2 = b|X () +a 2 ',...;b n — b n _|X () +a n . 

Suy ra: p(x 0 ) = b n . 

Từ đây ta có công thức truy hồi: b k = b k _ 1 x () + a k với k > 1. 

3. Đa thức nội suy Newton 

Giả sử chứng ta có đa thức sau đây: p(x) = 2x 2 - 3x + 3 . 

Cho X một vài giá trị, chúng ta tính được giá trị của P(x) như sau: 


p(l) = 2;p(2) = 5;p(3j = 12;... 

Câu hỏi đặt ra, nếu ngược lại, chúng ta biết được p(l) = 2;p(2)-5;P(3j = 12 
thì liệu chúng ta có thể tìm lại được đa thức p(x) hay không? 

Nhận xét 1: Nếu chúng ta không hạn chế về bậc cùa đa thức p(x) thì sẽ tồn 

tại vô số các đa thức p(x) thỏa mãn điều kiện p(l) = 2;p(2) = 5;p(3) = 12 . 

Thật vậy, nếu chúng ta tìm được một đa thức thỏa mãn điêu kiện này thỉ chúng 
ta có thể tạo ra vô số các đa thức G(x) thỏa mãn điều kiện trên bằng cách cho 

G(x) = p(x) + (x-1)(x-2)(x-3)h(x) 

và chúng ta có G(l) = P(l),G(2) = p(2),g( 3) = p(3) 
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Nhận xét 2: Nếu chúng ta hạn chế bậc của đa thức và yêu cầu đa thức p(x) 
phải có bậc bé thua hoặc bằng 2 thì sẽ tồn tại duy nhất một đa thức p(x) có bậc 
bậc bé thua hoặc bằng 2 thỏa mãn điều kiện: p(l) = 2;p(2) = 5;P(3) = 12 . 

Thật vậy, nếu G(x)là một đa thức khác có bậc bé thua hoặc bằng 2 thỏa mãn 
điều kiện 

G(l) = 2 , 0 ( 2 ) = 5,G(3) -12 thì chúng ta lấy H(x) = G(x)-P(x) 

h(x) là một đa thức có bậc bé thua hoặc bằng 2 thỏa mãn 
h(i) = H(2) = h(3 ) = 0 , điều này chứng tỏ h(x) có đến 3 nghiệm, trong khi bậc 
của nó chỉ bé thua hoặc bằng 2. Vậy h(x) phải là đa thức hằng số 0. Do đó 
G(x) = p(x), điều này chứng tỏ chỉ tồn tại duy nhất một đa thức p(x). 

Định lý: Nếu Xị,x 2 ,...,x n ,x n+1 là n + 1 số thực khác nhau và y 1 ,y 2 ,...,y n ,y n+! 
là n + 1 số thực bất kỳ. Thì sẽ tồn tại duy nhất một đa thức p(x) có bậc bé thua 
hoặc bằng n thỏa mãn điều kiện: 

p(x 1 ) = y 1 ,p(x 2 ) = y 2 ,...,p(x n ) = y n ,p(x n+1 ) = y n+| . 

Định lý trên nói rằng: Một đa thửc bậc bé thua hoặc bằng n sẽ được xác định 
một cách duy nhất bằng n + 1 giá trị của nó. 

Tổng quát: Nếụ x p x 2 ,...,x n ,x n+I là n + 1 số thực khác nhau và 
y p y 2 ,...,y n ,y n+1 là n + 1 số thực bất kỳ. Chúng ta sẽ tỉm đa thức p(x)có bậc bé 
hơn hoặc bằng n thỏa mãn 

p(x 1 )-y 1 ,p(x 2 )-y 2 ,...,p(x n ) = y n ,p(x n+1 ) = y n+1 

Đa thức p(x) sẽ có dạng: 

P(x) = a ) +a 2 (x-x | ) + a 3 (x-x | )(x-x 2 ) + ... + a n+l (x-x | )(x-x 2 )...(x-x n ) 

Công thức này được gọi là công thức nội 'suy Newton. Nếu chúng ta thay 
X = Xị vào công thức nội suy Newton, thì chúng ta sẽ xác định được giá trị của hệ 

số otị . Tiếp đó, chúng ta thay X = x 2 vào công thức nội suy Newton thì chúng ta 
sẽ xác định được a 2 . Tương tự như vậy, hệ số cuối cùng a n+1 sẽ được xác định 
nếu chúng ta thay X = x n+1 . 
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I. CÁC ví DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Đa thức bậc ba p(x) có p(l) = 5, p(2).= 7, p(3) = 9, p(4) = 12. Tính 
p(2009). 

(Trích đề thi HSGMTCT 11 TP.HCM , 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành . 

Đặt Q(x) = 2x + 3.Tacó: Q(l) = 5, Q(2) = 7, Q(3) = 9 
Đặt H(x) = p(x)-Q(x) với H(x) là đa thức bậc bạ và: 

H(1) = H(2) = H(3) = 0 => H(x) = a(x-l)(x-2)(x-3) 

Ta có: H(4) = p(4) -Q(4) = I « a(4 -1)(4 - 2)(4-3) = 1 => a = ị. 

6 

p(x) = H(x)+ Q(x) = -ỉ;(x-l)(x-2 )(x -3)4 2x + 3 
6 

Ghi vào màn hình:-^(x-l)(X-2)(X-3) +2X + 3 
6 

Ấn ICALCl nhập 2009, ấn (=). Kết quả: 1347386077. 

Vậy p(2009) = 1347386077. 

Lời bình: Với máy tính cầm tay Vinacal 570 ES.Plus II có thêm chức năng giải 
hệ phương trình bậc nhất 4 ẩn. Do đó ta cồ thệ giái bài toán trên theo cách sau: 

Đặt p(x) = ax 3 +bx 2 + cx + đ,(a*0) 

p(l) = 5«a + b + c + d = 5 (l) 

p (2) = 7 <=> 8a + 4b + 2c + d = 7 (2) 

P(3) = 9<=>27a + 9b + 3c + d=9 (3) , 

P(4) = 12 o 64a+ 16b + 4c + d = 12 (4) 

Giải hệ phương trình (1),(2),(3),(4) bằng cách: 

Chọn chương trình giải hệ phương trình bậc nhất 4 ẩn: iMODEl [D O] 

Nhập các hệ số: 

©©© ©©©©©©©©©©©©©©©[li©©® 
© 

_ l 23 

Ân © tá được a = — .b = -l.c = — .d = 2. 

V—» . ^ 7 (5 

Vậy p(x) = ^x 3 -x 2 +^x + 2. 

Sử dụng chức năng ICALCl ta tính được p(2009) =■ 1347386077 
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Lợi giải này thiên về máy tính nhiều hơn. Tuy nhiên cách giải ban đấu vẫn sáng 

tạo hơn, không cần dùng nhiều về MTCT. 

Ví dụ 2. Cho đa thức thỏa p(x) = X 5 +ax 4 +bx 3 +CX 2 +dx +132005 . 

Biết p(l) = 8, p(2) = 11, p(3) = 14, p(4) = 18.Tính p(x) với x-11,12,13,14. 

Hướng dẫn thực hành 

Đặt f(x) = 3x + 5ta có: f(l) = 8, f(2) = l 1, f(3) = 14 
Ta cần xác định đa thức h(x) bậc 3 
h (x) = m(x - í)(x - 2)(x - 3) + 3x + 5 

Vì h(4).= 18nên m =4 suy ra h(x) = ^(x-l)(x-2)(x-3) + 3x + 5 
Suy ra 

P(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4)(x + n) + -ị(x-l)(x-2)(x-3) + 3x+.5 

6 . 

Vì P(0) = 132005 nên n = 

24 ' • 

Suy ra 

p(x) = (x -1) (X - 2) (x - 3) (X - 4)Ị X + - 3 ^° 1 j + ^ (X - ì) (X - 2) ( X - 3) + 3x + 5 
Ghi vào màn hình: 

(X-l)(X-2)(X-3)(X-4)íx + -^iì + i(X-l)(X-2)(X-3) + 3X + 5 

V 24 J 6 

Bấm ICALCl , nhập giá trị 11 cho X, bấm (MI ta được giá trị của P( 11) là 27775808 
Bấm ICALCị , nhập giá trị 12 cho X, bấm (MI ta được giá trị cửa P( 12) là 43655576 
Bấm ICALCl , nhập giá trị 13 cho X, bấm (MI ta được giá trị của P( 13) là 65495199 
Bấm ICALCl , nhập giá trị 14 cho X, bấm (MI ta được giá trị của P(14) là 94621288 
Vậy P(1 i) - 27775808; P( 12) = 43655576; P( 13) = 65495199; P( 14) = 94621288 
Ví dụ 3. Xác định phần dư R(x) của phép chia 

p(x) = 1 + X + X 9 + X 25 + X 49 + X 81 chia X 3 -X. Rồi tính R(70l,4) 

Hướng dẫn thực hành 

Đặt: P(x) = Ịx 3 -x^Q(x) + R(x) với R(x) = mx 2 + nx + p 
Ta có P(x) = x(x-l)(x + l)Q(x) + R(x) 

Theo định lí Bẹzout: Dư của phép chia P(x) cho x-a là p(a) 

Suy ra: 
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Dư của phép chia P(x) cho (x - 1 ) là P(l) - R(l) 

Dư của phép chia P(x) cho X là P(0) = R(0) 

Dư của phép chia P(x) cho (x + 1) là P(- 1) = R(- 1) 

Ghi vào màn hình: 1 + X + X 9 + X 25 + X 49 + X 81 

Bấm ỊcÃLch nhập giá trị - 1 cho X, bấm (=) ta được R(-l) = m-n + p = -4. 

Bấm ỊcÃLcỊ , nhập giá trị 0 cho X, bấm GH ta được R(o) = p = 1. 

Bấm ỊcalcỊ nhập giá trị 1 cho X, bấm dD ta được R (l) = m 4- n + p = 6 . 

í m - n + p = -4 

Suy ra ta có hệ: -Ị p = 1 (*) 

[m+n+p =6 . 

Dùng máy tính giải hệ (*), ta được: 1 T 1 = 0, n = 5, p = 1 
Do đó: R(x) = 5x + 1, suy ra R(701,4) = 3508 
Vậy R(x) = 5x + lvà R(701,4) = 3508 . 

Ví dụ 4. Cho đa thức bậc 5: f (x) = ax 5 + bx 4 +CX 3 + dx 2 + ex + 26122008 
Biết rằng f( 6 ) = 6 , f(26) = 26, f(l2) = 12, f(2008) = 2008 và f(x) chia cho 
X —1 được dư là b + c + d + e + 26122007 .Tìm hệ sô a và f(5) 

(Trích đề thi HSG MTCT Vũng Tàu THPT, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Nhắc lại: Dư của phép chia của đa thức f (x) cho (x -a) là t (a) 

Ta có: f(l) = a + b + c + d + e + 26122008 = b +c+d+e+ 26122007 =>a = l 
Suy ra f (x) = X 5 + bx 4 + cx 3 + dx 2 + ex + 26122008 

Xét g(x) = f(x)-x, ta có: g(x) là đa thức bậc 5, hệ số của X 5 là 1,thỏa mãn 
g( 6 ) = 0 , g(26) = 0 , g( 12 ) = 0 , g(2008) = 0 

Suy ra g(x) = (x-6)(x-12)(x-26)(x-2008)(x-m) 

Thay X = 0 vào f(x), ta được: f(0)=26122008 suy ra g(0) = f(0)-0 = 26122008 

w _ w _ w . _. 26122008 

Suy ra g(o) = (-6)(-12)(-26)(-2008)(-m) = 26122008 => m - - 6 ị 226.2008 

... . , 1088417 

Dùng máy tính rút gọn ta được: m = — 155504 " 

í 1088417 ^ 

Suy ra g(x) = (x-6)(x-12)(x-26)(x-2008)^x+ 1566 24 'j 
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Suy ra f(x) = (x-6)(x-12)(x-26)(x-2008) x + 


1088417 ì 

-,, '; + x 

156624 


Ghi vào màn hình: (x - 6)(x - 1 2)(x - 26)(x - 2008) 


x + 


1088417 

156624 


+ x 


Bấm IcalcL nhập giá trị 5 cho X, bấm ẼD ta được 3518349,735 
Thực hiện phép tính: Ans - 3518349,73 ta được 5,27042* 10 ' 3 
Suy ra f(5)=3518349,73527042 
Vậy a = 1 và f(5)=3518349,73527042. 


Ví dụ 5. Cho đa thức p(x) = 4x 3 + (m + n)x 2 -(m + 4 n)x + 2 . Tìm các giá trị cùa 

m, n biết p(x) chia hết cho ( 2 x-l) 2 . 

Hướng dẫn thực hành 


Đặt 


ía = m + n 
(b = m + 4n 


Khi đó: p(x) = 4x 3 + ax 2 - bx + 2 
Suy ra P'(x) = 12x 2 + 2ax - b 


Ta có: p(x) chia hết cho (2x -1 ) 2 nên 


pẹ=o 

p, <2>=° 


<=> 


5,1 1 , „ 

■ 7 - + 4 a- 2 -b = 0 .. , 

2 4 2 ^ 1 

3 + a-b-0 


-L a _lh = _A 
4 a : 2 b ; IC) 
a - b - -3 


Dùng máy tính giải hệ (*) ta được a = 4; b = 7 


Suy ra 


m + n = 4 
m + 4n = 7 


<=> 


m =3 
n = l 


Vậy m = 3; n = 1 

Ví dụ 6. Cho đa thức p(x) = 6x 3 + ax 2 + bx + c. Xác định a,b,c biết rằng chia đa thức 

p(x) cho các đa thức x 2 -4 và x + 1 được dư lần lượt là 36x + 2112và2016. 

(Trích đề thi HSGMT Vũng Tàu, 2008-2009) 
Hướng dẫn thực hành 

Ta có: p(x) chia cho đa thức X 2 -4 dư 36x + 2112 

nên P(x) = Q(x)(x 2 -4] + 36x + 2112 

ÍP(2) = 48 + 4a + 2b + c = 2184 Í4a + 2b + c = 2136 
suy ra I p^_2) = -48 + 4a - 2b + c = 2040 ^ (4a - 2b + c - 2088 
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Mặt khác p(x) chia cho đa thức x+ldư2016 

nên p(-l) =—6 + a - b + c = 2Ọ16 => a - b + c = 2022 

Í4a.+ 2b + c = 2136 
Ta có hệ: \ 4a - 2b + c = 2088 (*) 

.,. [a - b + c = 2022 

Dùng chương trình cài sẵn trên máy để giải (*) 

Chọn chương trinh giải hệ 3 ẩn: ImodeỊ (~5~1 d] 



Nhập hệ số của hệ: 

© © 'm © m p m m (E © m © © Q m (U Q3 (H [á ta H3 
cs .(D m (D B m i=) m (D d] ® IU (23 ÍU 


Bấni (=] ta có giá trị của a là 26 



Bấm© ta có giá trị cùa b là 12 


■ Ị_i_._ 

Bấm © ta có giá trị của c là 2008 




Vậy a = 26, b = 12, c = 2008 . 

Ví dụ 7. Cho f(l) = l, f(m + n) = f(m)+f(n) + mn (với m, n nguyên dương) 
Tính f(10); f(2007); f(2008 ) và f(2009), f (2015). 

Hướng dẫn thực hành 

Ta có: f(k) = f[(k-l) + l] = f('k-l) + f(l) + k-Ị = f(k-l) + k 

Dọ đó: f (k) - f (k -1) = k 
Áp dụng đẳng thức (*), ta được: 
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f(2)-f(l) = 2 

f(3)-f(2) = 3 ' 

f(4)-f(3) = 4 

f(n-l)-f(n-2) = n-l 
f(n)-f(h-l) = n 

Cộng vế theo vế các đẳng thức trên, ta được: 
f(n)-f(l) = 2 + 3 + 4.+ ...+ n-l + n 

=> f (n) = 1 + 2 + 3 + 4 + ... + n -1 + n = n ( n + 0 

2 

niii „Ar, A(A + l) 

uhi vào màn hình:—--- 

2 

Bấm ỊÕỊẸệ], nhập giá trị 10 cho A, bấm GU ta được f(10) lá 55 
Bấm ®, nhập giá trị 2007 cho A, bấm (D. ta được f(2007) là 2015028 

Bấm (ệẶẸẽ), nhập già trị 2008 cho A, bấm (D ta được f(2008) là 2017036 

Bấm -(MŨ), nhập giầ trị 2009 cho A, bấm H) ta đứợc f(2009) là 2019045. 

Bấm ỊẽÃẸệ], nhập giá trĩ 2015 cho A, bấm (=] ta được f(20Í5) là 2031120. 

Ví dụ 8. Cho hàm số f (x) xác định với mọi X |0;lỊ thỏa mãn: 


f(x) + f 


1 ' 




:x (*). 


Tính 1 ( 2015 ). 

Huóng dẫn thực hành 
Đặt X, = —— . Lúc đó: (*)»f(x| + f(x|) = x (1) 

Đặt x 2 = ———.Lúc đó: (*)<=> f(x 1 ).+ f(x 2 )=-x 1 ( 2 ) 
1-x, 

Đặt x 3 =—Ị—.Lúc đó: (*)-o.f(x 2 )+f(x) = x 2 ( 3 ) 

1 x 2 . 

Lấy: ( 1 ) — ( 2 ) ( 3 ) ta được: f(x) 


x-x f +x 2 1 


1 X — 1 
- + 


= 1008 


1 -X X 


r/O^L.c 1 .2015- 

Dođó: í(a) = ^ 2015--—2—-+ _ _ 

w 2( 1-2015 2015 J 

Ví dụ 9. Cho đa thức p(x)=x 5 +x 2 + l có 5 nghiệm là x p x 2 ,x 3 ,x 4 ,x 5 . Kí hiệu 
Q(x) = x 2 -81. Tính Q(x,)q(x 2 )q(x 3 )q(x 4 )q(x 5 ) . 


173 




CĐBD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Pỉus_ Trằn Đinh Cư 


Lòi giải và đáp số 

Ta có: p(x) = X 5 + X 2 + 1 = (x - X, )(x -x 2 )(x - x 3 )(x - x 4 )(x - x 5 ) 

Ta có 

2 )Q(x 3 )Q(x 4 )Q(x ) 

,(x| -8l)(xf -8l)(xJ-8l)(x|-8l). 

X +9)(x ? -9)U +9)(x, -9 )(x 3 +9)(x 4 -9)(x 4 +9)(x 5 -9)(x 5 + 9) 
= - (9 - X.) (9 - x 2 ) (9 - x 3 ) (9 - x 4 ) (9 - X 5) 

-(-9-x | )(-9-x 2 )(-9-x 3 )(-9-x 4 )(-9-x 5 ) 

=(9-x i )(9-x 2 )(9-x 3 )(9-x 4 )(9-x 5 )(-9-Í,)(-9-x')(-9-x 3 ) 

=p(9)p(-9)=-3486777677 
Ví dụ 10. Cho đa thức P(x) = X 5 + ax 4 + bx 3 + dx + e. 


Q(x,)q(x 
= Ịxj -8lj 

-K-») 


Biết p(l) = 3,p(2) = 9,p(3) = 19,p(4) = 33, p(5) = 51. 

Tính giá trị đúng của p(6),p(7),p(8),p(9),p(l0),p(2013). 

(Trích đè thi HSG MTCT Huế 2013-2014) 
Lòi giải và đáp số 


Ta viết lại 

(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5) + a , (x-l)(x-2)(x-3)(x-4) + 
b'(x-l)(x-2)(x-3) + c'(x-l)(x-2) + d'(x-l) + e' 


Ta có 

P(l) = 3oe' = 3 

PÍ2) = 9od'+e' = 9od' = 6 

P(3) = 19o2c'+2d'+e' = 19oc , = 2 

P(4) = 33 o 6b'+ 6c'+ 3d'+ e' = 33 o b' = 0 

p(5) = 51 o24a'+ 24b'+12c'+ 4d'+e' = 51 oa' = 0 

Vậy p(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x -4)(x -5) + 2(x-l)(x-2) + 6(x-l) + 3 

Nhập vào màn hình: 

P(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4)(x-5).+ 2(x-l)(x-2) + Ổ(x-l) + 3 
Ấn (CÃLC) nhập các giá trị X tương ứng ta được 
p(7) = 819, p(8) = 2649, p(9) = 6883, P(10) = 15321, 
p(2013)=328079995052072379 

Ví dụ ll.Cho p(x) = X 3 +ax 2 +bx-l 

4Ĩ -S 

a) Xác định số hữu tỉ a và b để x = —Ị =—-ỹj là nghiệm của p(x) 

b) Với giá trị a, b tìm được hãy tìm các nghiệm còn lại của P(x). 
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Lòi giải và đáp số 

a) Ta cỏ X = ^J=—'Ệ; - 6 - V 35 => 

V7 + \J5 

b = --x 2 -axob = 6+ V 35 -( 6 -V 35 ) 2 -a(ó-V 35 ) 

<=> (a +1 3 ) = b 4- 6a + 65 = 0 o a = -13, b = 13 
Vậy p(x) = X 3 - 13x 2 + 13x - ] 

b) P(x) = x 3 -13x 2 +13x-1o x = 1 ; X« 0,08392 , X « 11,916 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Cho p(x) = 6x 3 -7x 2 -16x + m . Với điều kiện nào của m để p(x) chia hết 
cho 2x + 3 . 

Lòi giải và đáp số 
Ta có p(x) = Q(x)(2x + 3) (*). 

3 9 ^ 

Khi X = ~ thì (*)<=>p —Ệ =0om = 12. 

2 2 ) 

BT 2. Biết xễZ. Tìm số dư trong phép chia (x + l)(x + 3)(x + 5)(x + 7 ) +1999 
cho X 2 +8x + 12. 

Lòi giái và đáp số 

Cách 1 
Ta có 

(x + l)(x + 3)íx + 5)(x + 7 ) = (x + l)(x + 7)(x + 3)(x + 5)(x + 7) 

= ịx 2 + 8x + 7jỊx 2 + 8 X + Ỉ 5 Ị 

Đặt t = X 2 + 8x + 7 . Lúc đó 

(x + l)(x + 3)íx + 5)(x + 7 ) +1999 = t (t + 8) +1999 = t 2 + 8t +1999 
= ít 2 + 8t +15] +1984 = (t + 3)(t + 5 ) +1984 
= (x 2 + 8x + lo)(x 2 + 8x + 12 ) +1984 

ix 2 +8x+12 

Do đó: r = 1984. 

Cách 2 

Đặt p(x) -(* + >)( X + 3)(x + 5)(x + 7 ) +1999 

Gọi P(x] = q(x]Ịx 2 +8x + 12j + ax + b = Q(x)(x + 2)(x + 6) + ax + b 
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■ ■ P(-2) = -2a + b = 1984 

Ta có: ịp Ị_6j = _6a + b = 1984 ' 

Vậy r -1984. 

BT 3. Tìm sổ dứ trong phép chia: X 27 +X 9 + X 3 + X cho X 2 - 1 . 

Lòi giải và đáp số 


Lòi giải Vi 

Cách 1: Đặt p(x) = Q(x)Ịx 2 -lỊ + ax + b 
To , Ịp(-l) = “ íl + b = -4 _ |a=;4 

Tacó: |p(]) = a + b = 4 Ịb = 0^ 

Cách 2: 

77 u 2 27 . 9 3 

X +x +x +x=x -x + x -X + X' 
= xỊx 26 -lj + xỊx x - lj + xỊx 2 -lj + 4x 
=>r(x) = 4x. 

__ , .... , , T^í \ 


r(x) - 4x. 


X + X 9 - X + X 3 - X + 4x 

x(x 8 -l)-( 

r(x)=4Ì. 

BT 4. Tìm các giá trị a, b, c sao cho p(x)=2x 4 +ạx 2 + bx + c chia hết cho x + 2 
và chia cho X 2 -1 dư X. 

Lòi giải và đáp số 

Ta có f|-2Ị = 0o 4a-2b + c = -32 

Mặt khác: f(x) = p(x)(x - l)(x +1) + X 


o. „ „ ía-b + c + 2 = -l 

Suyra: ịf(l) = l ~|a + b + c + 2 = l 

. , 28 , , _ 22 
Giải hệ phương trình ta được: a = ——; b = 1; c = — 


BT 5. Cho đa thức f(x) khi chia cho X - 2 thì dư 5, khi chia cho X - 3 thì dư 7, 

còn khi chia (x - 2)(x - 3) thì được thương là 1 - X 2 và còn dư. Tìm đa thức r(x) 

Lòi giải và đáp số 

Ta có 

fíxì = a(x)(x-2) + 5 ( 1 ) 

f(x) = B(x)(x-3) + 7 (2) 

f(x) = (x-2)(x-3)Ịl-x 2 Ị + ax + b (3) 

Theo đề ta được: f (2) = 5 thay vào (3) ta được: 2a + b = 5 
f (3) = 7 thay vào (3) ta được: 3a + b = 7 


176 



cty TNHH MTV DWH Khang Việt 


0i4ii * Ị*:ỉ;:Hb-ỉ 

Do đó: f (x) = (x - 2)(x - 3)|l - X 2 j + 2x +1 = -X 4 + 5x 3 - 5x 2 -5x + 6. 

BT 6. Xác định các hệ số a,b sao cho đa thức 6x 4 -7x 3 +ax 2 +3x+ 2 chia hết 
cho X 2 - X + b. 

Lòi giải và đáp số 

Cách 1: Đồng nhất thức 

6x 4 - 7x 3 + ax 2 + 3x + 2 = Ịx 2 - X + bjỊcx 2 + dx + ej 

<=>6x 4 -7x 3 +ax 2 +3x + 2 = cx 4 +(d-c)x 3 + (bc + e-d)x 2 +(bd-e)x+ be 

Đồng nhất hệ số ta được: a = -7, b = -1, a = -12, b = -12 . 

Cách 2: Dùng phép chia: 

64x 4 - 7x 3 + ax 2 + 3x + 2 

= Ịx 2 -x + bj^6x 2 -x + a-6b-lj + (a-5b + 2)x + 6b 2 - ab + b + 2 

Ra = -7 

ja-5b + 2 = 0 Ịb = -1 

|6b 2 -ab + b + 2 = 0 a = -12 

|_|b = -2 

BT 7. Cho p(x) = x 4 +ax 3 + bx 2 +cx + d. 

Biết p(l) = 5, p(2) = 7, p(3) = 9, p(4) = 11. Tính p(io), p(l l), p(l2), p(l3) 

Lò’i giải và đáp số 

Cách 1: Thay p(l) - 5, p(2) = 7, p(3) = 9, p(4) = 11 ta được hệ phương trình. 

Giải hệ này ta được: a = -10,b = 35, c = -48, d = 37. 

Cách 2: Sử dụng công thức Nội suy Nevvton 

P(x) = (x-R(x-2)(x-3)(x-4) + a,(x-l)(x-2)(x-3) + a 2 (x-l)(x-2) 

+ a 3 íx-l) + à 4 

Với 

X = 1 =>a 4 = 5; x = 2=>a 3 =2 
X = 3 =^> a, = 0; X = 4 => ãị = 0 


Vậy 

p (x) = íx - ỉ)(x - 2Ìíx - 3Ìíx - 4 ì + 2(x -1) + 5 
= Ịx -1 jỊx - 2j(x - 3j(x - 4 j + 2x + 3 

Cách 3: Tìm quy luật giá trị 
Ta có 
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5 = 2.1 + 3 

7=22+3 , # , 

Q __ 2 2 3 r => 5, 7, 9, 11 là các giá trị của 2x + 3 khi X chạy từ I đêiì 4. 

11 = 2.4 + 3 

Đặt Q(x) = p(x)-(2x + 3) 

Ta có Q(l) = p(l)-(2.1 + 3) = 0 = Q(2) = Q(3) = Q(4) 

Suy ra: Q(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4) 

Do đó: p(x) = q(x) + 2x + 3 = (x - l)(x -2)(x -3)(x -4) + 2x + 3 
Đáp số: p(io) = 5067, p(ll) = 5065, p(l 2 ) = 7947, p(l3) = 11909 

BT 8. Cho đa thức p(x) = x 6 +ax 5 + bx 4 +cx 3 +dx 2 +6X + 1' có giá trị là 
3, 0, 3,12, 27, 48 khi X lần lưọt là 1, 2, 3, 4, 5, 6 

a) Xác định a, b, c, d, e, f. 

b) Tính p(ll),p(l5),p(20). 

Lòi giải và đáp số 

Ta thử tìm một đa thức Q(x) nào đó để: 

p(x) = (x - l)(x -2)(x -3)(x -4)(x -5)(x -ó) + Q(x) 

Thử xét Q (x) = ax 2 + bx + c 
Ta có 

P(l) = Q(l) = 3 = a + b + c ] í a = 3 
PỊ2ì = QÍ2) = 0 = 4a + 2b + c[=>jb = -12 
P(3) = Q(3) = 3 = 9a + 3b + cj [ c = 12 

=> Q (x) = 3x 2 -12x +12 . Thử lại với p ( 4 ) = 12, p ( 5 ) = 27, p (ó) = 48 
p(l 1 ) = 151443; p(l5) = 2162667; p(20) = 19536012 . 

BT 9. Cho đa thức p (x) = X 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d thỏa mãn 
p(o) = 12, p(l) = 12, p(2) = 0, p(4) = 60. 

a) Xác định a,b,c,d. 

b) Tính chính xác p(2006) 

c) Tìm số dư trong phép chia p(x) cho 5x -6. 

Lời giải và đáp số 
a) Dễ dàng tìm được a = -2; b = -7; c = 8; d = 12 . 
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b) LÚC đó: 

p(x) = x 4 -2x 3 -7x 2 =8x + 12 = (x + 2)(x-3)(x-2)(x + l) 

p(2006) = 2008.(2003.2004.2007) = 2008.8056122084 
Để thực hiện phép nhân này ta phải: 

2008 X (805610000 + 22084) = 2008 X 80561 X 1 o 5 + 2008 X 22084 
= 161766488X10 5 + 44344672 
=> p (2006) = 16176693144672 

c) r = ^^ = 10,1376. 

625 

BT 10. Cho đa thức p(x) = ax 3 + bx 2 + cx + d . 

Biết p(l) = 27; p(2) = 125; p(3) = 343; p(4) = 735 

a) Tìm đa thức p(x) 

b) Tính P(-l);P(6);P(l5);P(2006) 

c) Tìm số dư của phép chia p(x) cho 3x - 5. 

Lòi giải và đáp số 

a) Cách 1: Giải hệ phương trình ta tìm được a,b,c,d 
Cách 2: Ta thấy 

p(l) = 27 = (2.1 + l) 3 =27 
p(2) = (2.2 + l) 3 
p(3) = (2.3 + l) 3 =347 

Suy ra đa thức p(x)-(2x +l) 3 =0 có các nghiệm là x = 1,2,3 
Xét p(x)-(2x + l) 3 =k(x-l)(x-2)(x-3) 

Theo giả thiết: p(4) = 735 o 6k + 9 3 = 739 o k = 1 

Vậy p(x) = (x -1)(x -2)(x - 3) + (2x +1) 3 = 9x 3 + 6x 2 + 17x - 5 

b) Ta tính được: p(-l) = 25,p(ó) = 22575,p(l5) = 31975 
Tính: p(200ó) 

Tính 9 X 2006 3 = 7,264994594 xio 10 ấn 07xlO l() ta được kết quả 2649945944 
Do đó: 9 X 2006 3 = 72649945944 
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6x2006 3 =24144216; 17x2006-5 = 34097 
Cộng các kết quả lại ta được p(2006) = 72694124257 



BT 11. Tìm đa thức bậc ba p(x) biết p(o) = 110; p(l) = 12; p(2) = 4; p(3) = 1 
Tính chính xác p (2008). 

Lòi giải và đáp số 

Dễ dàng tìm được p(x) = 2,5x 3 -12,5x 2 + 12x + 10 
Để tính p (2008) ta làm 1 trong 2 cách sau: 

Cách 1: 

p (2008) = 2,5 X 2008 3 -12,5 X 2008 2 +12 X 2008 +10 
= 2008 (2,5 X 2008 2 -12,5 X 2008 +12) +10 
= 2008(10050000 + 5072) +10 = 20190584586 

Cách 2: p(2008) = 2,019058459xio 10 ấn 0 2xlO l() =190584586 
Vậy p(2008) = 20190584586 
BT 12. Cho đa thức p (x) = X 5 + ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e. 

Biết p(l) = 2, p(2) = 9, p(3) = 22, p(4) = 41, p(5) = 66. Tính p(2007). 

Lòi giải và đáp số 

Ta dễ dàng tìm được: p(x) = X 5 -15x 4 + 85x 3 -222x 2 + 272x - 119 

Dùng máy tính: p(2007) = 3,232124233 xio 16 

Muốn tính chính xác giá trị của p(2007) ta làm như sau: 

0301O i6 0 ( 2,321242334 xio 15 
B201O 15 0 13,212423342 xio 14 
Q301O I4 0 (2,124233417xio 13 
B201O I3 B (l,242334169x 10 !2 
0101O I2 0 (2,423341689x10" 

02010" 0 (4,233416885 xio 10 
B401O io 0 (2334168854) 

Vậy p(2007) = 32321242334168854 
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BT 13. Cho đa thức p(x) = x 3 +ax 2 +bx + c, biết p(l) = l, p(2) = 4, p(5) = 25. 
Tính P(1601), p(2009). 

Hướng dẫn thực hành 

a+b+c=0 

Ta có: p(l) = l, p(2) = 4, p(5) = 25 nên ta có hệ: < 2 2 a + 2b + c = 4-2 3 (1) 

[5 2 a + 5b + c = 25-5 3 

Chọn chương trình giải hệ 3 ẩn: ImodeI fsl un 
Nhập các hệ số của (I): 

m m m Ém ả ŨD (D m m (D ca (U m (U ® E) m m (D (U 
© m (U GÕ (D m 1] m © Q (U ng ca (D 

Bấm (=] ta có giá trị của a là - 7 
Bấm (D ta có giá trị của b là 17 
Bấm (=] ta có giá trị của c là - 1 ơ 

Suy ra p(x) = X 3 -7x 2 + Í7x-10 

Bấm iMODEl m để trở về chương trình tính toán cơ bản 

Ghi Vào màn hình: X 3 - 7X 2 +17X -10 

Bấm IcalcỊ , nhập giá trị 1601 cho X, bấm (H) ta có giá trị của p(l60l) là 
4085769601. 

Bấm ỊcalcỊ , nhập giá trị 2009 cho X, bấm Ẽl ta có giá trị của p(2009) là 
8080268305. 

Vậy P(l60l) = 4085769601; P(2009) = 8080268305 

Ghi chú: Có thể tính giá trị của p(x) theo P(x) = (x^l)(x -2)(x-3) + x 2 


BT 14. Cho p(x) = ax 3 + bx 2 +cx + d . Biết p(x) chia hết cho x-l,chia x 2 -4 
dư X và P(3) =2009. Tính a,b,c,d. 

Hướng dẫn thực hành 

Tacó: p(x) chia hết cho x-1 nên p(l) = a + b + c + d = 0 
p(x) chia x 2 -4 dư X nên p(x) = Ịx 2 -4jọ(x) + 4 


Suy ra: 


ÍP(2) = 8a + 4b + '2c + d=-2 
(P(-2) = -8a + 4b - 2c + d = -2 


Mặkhác: P(3) =2009 nên p(3) = 27a + 9b + 3c + d = 2009 

ạ + b + c + d = 0 (1) 

Ta cỏ hệ phựơng trinh: f a 8a + ^ífỵ+ d = = 2 - 2 (3) 

27a + 9b + 3c + d = 2009 (4) 
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Từ vế theo vế (2), (3), (4) cho (1), ta được: 

Í7a + 3b + c = 2 
=> -9a + 3b-3c = -2 (*) 

[26a + 8b + 2c = 2009 

Chọn chương trình giải hệ phương trình bậc nhất 3 ẩn: ỊmodeỊ d] cu 
Nhập hệ số của (*): 


(DCIKDd]®®®®®© 


Bấm (=], ta có giá trị của a là 
Bấm ẼD, ta có giá trị của b là 


Bấm (=0, ta có giá trị cùa c là - 


6013 

30 

2001 

10 

12011 


15 


Thay a,b,c vừa tìm được vào (1), ta có: d = 800,4 

_ 6013 . u 2001 12011 ,_„ nn . 

Vậy a = -^r- ; b = -^P; c = — : 7 ^-; d = 800,4 
30 10 15 

BT 15. Cho đa thức p(x) = ax 4 +bx 3 +CX 2 + dx + e, biết 


p(l) = 5, p(2) = 11, p(3) = 21, p(4) = 35, p(5) = 77 

a) Tính p(20), p(2009)( lấy kết quá chính xác) 

b) Tìm số dư của phép chia p(x) cho 3x-4 

Hướng dẫn thực hành 
Đặt Q(x) = 2x 2 + 3, ta có: 

Q(l) = 5, Q(2) = 11, Q(3) = 21, Q(4) = 35, Q(5) = 77 

Suy ra f(x) = P(x)-Q(x) thỏa f(l) = f(2) = f(3) = f(4) = 0, f(5) = 24 

Suy ra f(x) = a(x-l)(x-2)(x-3)(x-4) 

Ta có: f(5) = 24 nên a = l 

Suy ra f(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4) 

Suy ra P(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4) + 2x 2 + 3 


Ghi vào màn hình: (x - 1)(x - 2)(x - 3)(x —4) + 2X 2 + 3 

Bấn [cÃĩcl , nhập giá trị của 20, bấm GU ta có giá trị của P(20) =93827 
Bấm ÍCÃĨcl , nhập giá trị của 2009, bấm G=j ta có giá trị 1,620901421X1 o 13 
Ghi vào màn hình: Ans-l,62090142xl0 13 
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Bấm (=] ta được 5845 

Suy ra P(2009)= 16209014205845 

4 4 451 

Bâm ỊcalcỊ , nhập giá trị của “ , bâm (=0 ta có giá trị của P(-J) là . 

3 3 81 

, 451 

Vậy số dư của phép chia p(x) cho 3x-4 là-~-. 

81 

BT 16. Cho đa thức f (x) = X 5 + ax 4 + bx 3 + CX 2 -f~ dx 4- 48168 

Biết f (1) = 1, f (2) = 8, f (3) = 27, f (4) = 64 . Tính f (7), f (8), f (9). 

Hướng dẫn thực hành 

Đặt g(x) = X 3 , khi đó: g(l) = 1, g(2) = 8, g(3) = 27, g(4) = 64 

Suy ra h(x) = f(x)-g(x) là đa thức bậc 5 có hệ số ứng vói X 5 là 1, hệ số tự 
do là 48168 và thỏa h (1) = h (2) = h (3) = h (4) = 0 
Suy ra h(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x-4)(x-m) 

Suy ra (-l)(-2)(-3)(-4)(-m) = 48168 => 1Ĩ1 = -2007 
Do đó: f(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x -4)(x + 2007) + x 3 

Ghi vào màn hình: (x - i)(x - 2)(x -3)(x -4)(x + 2007) + X 3 

Bấm ICALCl ■ nhập giá trị 7 cho X, bấm (=) ta có giá trị của f(7) là 725383 
Bấm ICALCl , nhâp giá trị 8 cho X, bấm (=) ta có giá trị của f(8) là 1693112 
Bấm ỊcalcI ' nhập giá trị 9 cho X, bấm (MI ta có giá trị của f(9) là 3387609 
Vậy f(7) = 725383; f(8) =1693112; f(9) = 3387609 

BT 17. Cho p(x) = X 4 + ax 3 + bx 2 + cx + d . Biếtp(ỉ) = 10, p(2) = 20, p(3) = 30 

, P(12)+ PÍ-8) 

Tính: A= v ; + 25 

10 

Lòi giải và đáp sô 

Đặt g(x) = lOx , ta được: g(l) = 10,g(2) = 20,g(3) = 30 
Xét h(x) = p(x)-g(x)thỏa h(l) = h(2) = 11 ( 3 ) = 0 
Suy ra h(x) = (x - l)(x -2)(x -3)(x + m) 

=> p(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x + m)+ lOx 
Suy ra 
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A 11.10.9.(12 + m) +10.12 -9.10.11.(-8 + m)-8.10 _ 

A — “ " ■ * 1“ ^-0 

10 

11.10.9.(12 + 8) + 4.10 | 25 
10 + 

Dùng máy tính ta tính được giá trị của A là 2009 

Vậy A = + 25 = 2009 

10 

BT 18. Tìm a,b,c biết a(x + 2) 2 + b(x + 3) 2 = cx + 5, Vx G R . 

Lòi giải và đáp số 

Ta có 

a(x + 2) 2 + b(x +3) 2 =cx + 5 <=> (a + b)x 2 + (4a + 6b)x + 4a + 9b = cx + 5 

Theo hệ quả ta có: 

a + b = 0 a = -l 

(4a + 6b = cc>í b = l . 

4a + 9b = 5 [c = 2 

BT19. Cho đa thức 

P(x) = x 7 -10x 6 +36x 5 -52x 4 + 16x 3 +2005x 2 -7957x + 9964 được viết 
dưới dạng: 

P(x) = aị (x - 2) 7 + a 2 (x - 2) 6 + a 3 (x - 2) 5 + a 4 (x - 2) 4 + 

+ a 5 (x - 2 ) 3 + a 6 (x - 2) 2 + a 7 (x - 2) + a 8 

Hãy xác định a 2 , a 4 , a 6 , a g . 

Lòi giải và đáp số 

Viết đa thức 

P(x) = X 7 -1 Ox 6 + 36x 5 -52x 4 +16x 3 + 2005x 2 - 7957x + 9964 dưới dạng lũy 
thừa của X - 2 . 

Chia P(x) cho x-2 ta được P(x) = Q|(x)(x-2) + 2006, trong đó 
Qj (x) = X 6 - 8x 5 + 20x 4 -12x 3 - 8x 2 +1989x - 3979. 
lại chia Q] (x) cho X - 2 theo sơ đồ Horner ta được: 

Q, (x) - (x 5 - 6x + 8x 3 +1989)(x - 2) -1. 

Thực hiện quy trình cho đến khi đa thức Q n (x) cộ bậc là 0. Các hệ số Qk(x) 
của các đa thức trung gian và có số dư cho trong bảng sau: 
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P(x) 

1 

-10 

36 

-52 

16 

2005 

-7957 

9964 

2 

1 

-8 

20 

-12 

-8 

1989 

-3979 

2006 = a 0 

2 

1 

-6 

8 

4 

0 

1989 

-l=a 7 


2 

1 

-4 

0 

4 

8 

2005=a 6 



2 

1 

-2 

-4 

-4 

0 

II 

p 




2 

1 

0 

-4 

-12 = a 4 





2 

1 

2 

0 = a 3 






2 

1 

4 = a 2 







2 

l=a i 









Các hệ số cuối cùng trong từng dòng chính là các số dư khi chia đa thức Q k (x) 

cho X - 2, cũng chính là hệ số trong đa thức khi khai triển theo lũy thừa X - 2 
Cụ thể ta có: 


P(x) = (x-2){ 


• 8x 5 + 20x 4 -12x 3 - 8x 2 +1989x - 3979 ) + 2006 

1 + 2006 


(x -2) (x -2)(x 5 -6x 4 + 8x 3 + 4x 2 +1989)-1 + 20t 
(x -2) 2 íx 5 -6x 4 + 8x 3 + 4x 2 +1989) -(x - 2 ) + 2006 
= (x-2) 2 (x-2)(x 4 -4x 3 +4x + 8 ) + 2005 -(x-2) + 2006 
= (x - 2) 3 (x 4 - 4x 3 + 4x + 8) + 2005(x - 2) 2 - (x - 2 ) + 2006 

= (x-2) 3 (x-2)(x 3 -2x 2 +4x-4) + 2005(x-2) 2 -(x- 2 ) + 2006 
= (x - 2) 4 "(x - 2)(x 2 - 4 ) -12 + 2005 (x - 2) 2 - (x - 2 ) + 2006 


= (x -2) 5 (x -2)(x + 2)-12(x -2) 4 + 2005(x -2) 2 -(x - 2 ) + 2006 
= (x -2) 6 (x + 2)- 12(x -2) 4 + 2005(x -2) 2 -(x - 2 ) + 2006 
= (x -2) 6 (x-2 + 4 )-12(x -2) 4 + 2005(x -2) 2 -(x - 2 ) + 2006 
= (x -2) 7 + 4(x -2) 6 -12(x -2) 4 + 2005(x -2) 2 -(x - 2 ) + 2006 

Suy ra kết quả: a 8 = 2006; a 6 = 2005; a 4 = -12; a 2 = 4. 

BT 20. Cho P(x) là một đa thức bậc 6 sao cho 

P(l) = P(-l); P(2) = P(-2); P(3) = P(-3). Chứng minh rằng P(.x) = P(-x), Vx . 

Lòi giải và đáp số 

Đặt p(.x) = a 6 x 6 +a 5 x 5 +a 4 x 4 +a 3 x 3 +a 2 x 2 +a,x +a () 
với a 6 ^0, ăị eR,i = l,6 
Xétđáthức f(x)-p(x)-p(-x). 

Lúc đó: 
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f(x) = a 6 x 6 + a 5 x 5 +a 4 x 4 + a 3 x 3 + a 2 x 2 +a|X + a () -a 6 x 6 +a 5 x 5 -a 4 x 4 
+ a 3 x 3 -a 2 x 2 +aịX-a () 

= 2a 5 x 5 +2a 3 x 3 +2ajX => degf(x) <5 

Ta có: f(l)=:p(l)-p(-l) = 0, f ( 2 ) = p(2) - p(— 2 ) = 0 
f( 3 ) = p(3)- p(-3) = 0 , f (- 1 ) = p(-l)-p(l) = 0 
f(- 2 ) = p(-2) -p(2) = 0, f(- 3 ) = p(— 3 )-p(3) = 0 

Đa thức f (x) có bậc bé hơn hoặc bằng 5 và có 6 nghiệm số. Do đó 1 (x) = 0. 
Vậy p(x) = p(-x),Vx 

Cách 2: Đặt p(x) = a 6 x 6 +a 5 x 5 +a 4 x 4 + a 3 x 3 + a 2 x 2 +a | x + a () 

với a 6 * 0, ãị e R,i = 1,6 
Theo đề ta có: 

■pỊ-l) = WlY [a 5 =0 

< PÍ-2J = Pí 2 ) <=> ■ a 3 = 0 . Do đó: p(x) = a 6 x 6 + a 4 x 4 + a 2 x 2 + a {) 
p(-3) = p(3) [a‘, =0 

Rõ ràng: pỊ-xỊ = pỊx|,VxeR. 

Chú ý: 

B Nếu f(x) có bậc không qua n và có quá n nghiệm thì i'(x) là đa thức 0. 

■ Cho f(x)có bậc bằng 2n thỏa f(-k) = í'(k), l<k<n thì f(x) = f(-x) 
thức là hàm đa thức là hàm chẵn. 

BT 21. Tìm đa thức theo X có bậc bé nhất với các hệ số nguyên, biết một nghiệm 

là 77 + 77 . 

Hướng dẫn giải 

Đặt a = 77 + 77 =>a 2 = 2 + 277.77 + 79 , a 3 = 277 +ó77+ 377.77 + 3 (*) 

77 = a ~77, 

Từđó: 79 = a 2 -2 - 272.73 = a 2 -2-277Ịa-77Ị = a 2 -277a + 2 

Thay vào (*) ta có: 

a 3 = 2\fỉ + óỊa-77j + 372 Ịa 2 -277a + 2) + 3oa 3 + 6a-3 = 77(3a 2 + 2 Ị 

Bình phương hai vế: 

a 6 + 36a 2 + 9 +12a 4 - 6a 3 - 36a = 2^9a 4 + 12a 2 + 4 Ị 
0 a 6 - 6a 4 - 6a 3 + 12a 2 - 36a +1 = 0 

Bằng phép đồng nhất hệ sổ, ta chứng minh đa thức trên không phân tích được 
thành tích hai đa thức bậc thấp hơn có hệ số nguyên, nên đa thức trên chính là đa 
thức có bậc bé nhất thỏa mãn đề bài. 
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lảỷiủ dề 6: 

LÁI SUẤT NGẮN HẰNG VÀ BÀI TOÁN TĂNG TRUỒNG 


I. Cơ SỞ LÝ THUYẾT 

1. Lãi đơn: Lãi được tính theo tỉ lệ phần trăm trong một khoảng thời gian cổ 
định trước. 

Ví dụ: Khi gởi 1 000 OOOđ vào ngân hàng với lãi suất là 5%/năm thì sau một 
năm ta nhận số tiền lãi là : 1 000 000 X 5% = 50 OOOđ. 

Số tiền lãi này như nhau được cộng vào hàng năm. Kiểu tính lãi này được gọi là 
lãi đơn. Như vậy sau hai năm số tiền cả gốc lẫn lãi là 

1 000 000 + 2 X 50 000 = 1 100 OOOđĩ 

Nếu gừi sau n năm thì sẽ nhận số tiền cả gốc lẫn lãi là : 1 000 000 + 50 OOOn đ. 

Kiểu tính lãi này không khuyến khích người gởi, bởi vì khi ta cần rút tiền ra. Ví 
dụ ta gởi 1 000 000 đ với lãi suất 5%/năm, sau 18 tháng (1,5 năm) ta vẫn chỉ được 
tính lãi một năm đầu và tổng số tiền rút ra chỉ là 1 000 000 4- 50 000 = 1 050 OOOđ. 
Vì vậy các ngân hàng thường tính chu kỳ lãi suất ngắn hơn, có thể tính theo tháng. 

Neu lãi suất 0,4166%/tháng thì cuối tháng đầu chúng ta sẽ có số tiền lãi từ một 
triệu đồng là 1 000 000 X 0,4166 % = 4 166đ. Và sau một năm tổng số tiền lãi là: 
4166x 12 - 50 000 đ. Như vậy, với lãi đơn, không có sai khác gì nếu ta nhận lãi 
theo tròn năm hay theo từng tháng. Tuy nhiên, nếu ta rút tiền ra giữa chừng, ví dụ 
sau 18 tháng thì ta sẽ được số tiền lãi là 4166 X 18 = 75 OOOđ. Do đó tiền lãi sẽ 
nhiều hơn so với tính lãi theo năm. 

2. Lãi kép: Sau một đơn vị thời gian lãi được gộp vào vốn và được tính lãi. 
Loại lãi này được gọi là lãi kép. 

Ví dụ: Khi gửi 1 000 OOOđ với lãi suất 5%/năm thì sau một năm ta vẫn nhận 
được số tiền cả gốc lẫn lãi là 1 050 OOOđ. Toàn bộ số tiền này được gọi là gốc và 
tổng sổ tiền cuối năm thứ hai sẽ là : 

1 050 000 + 1 050 000 X 5% = II02 500đ 

Gọi x n là số tiền nhận được cuối năm n thì với x 0 = 1000000 = 10 6 đ 

Sau năm thứ nhất ta nhận được : 

X, = 1 o 6 +1 o 6 X 5% = 1 o 6 (1 + 5%) = 10 6 X 1,05 = 1050000 đ 

Sau năm thứ hai ta nhận được: 

x 2 = X| + X| X 5% = X| (l + 5%) = x 0 (l + 5%) 2 đ 

Sau năn thứ ba ta nhận được: 

X 3 =X 2 +X 2 X 5% = x 2 (l + 5%) = Xq (l + 5%) 3 đ 

Sau năm thứ n ta nhận được số tiền cả gốc lẫn lãi là: 

X n +1 =(l + 5%)x n =l,05x„ 
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Phương trình này chính là phương trình sai phân tuyến tính bậc nhất: 

X n +1 = q x n> n = 0 > 1> 2 > ••• 

II. CÁC BÀI TOÁN ĐIỂN HỈNH THƯỜNG GẶP 

Bài toánỉ: Gửi vào ngân hàng số tiền là a đồng, vói lãi suất hàng tháng là 
r% trong n tháng. Tính cả vốn lẫn lãi T sau n tháng? 

Phương pháp 

Gọi A là tiền vốn lẫn lãi sau n tháng ta có: 

Tháng 1 (n = 1): A = a + ar = a(l + r) 

Tháng 2 (n = 2): A =a(l + r) + a(l + r).r = a(l + r) 2 


Tháng n(n = n): A=a(l + r) n 1 +a(l +r) n 1 .r = a(l + r) n 
Vậy T = a(l + r) n (*) 

Trong đó: a tiền vốn ban đầu, r lãi suất (%) hàng tháng, n sổ tháng, A tiền vốn 
lẫn lãi sau n tháng. 

Từ công thứcT = a(l + r) n ta tính được các đại lượng khác như sau: 


Ta dễ dàng chứng minh các công thức như sau: 

1) Lấy logarit nepe hai vế của (*) ta được: 

lnT 

lnT = ln a(l + r) n =lna + nln(l 4 - r)<=>7^- -nln(l + r) o n =—77^—r 
V ' J v 7 lna v ' ln(l + r) 


1) n = log/ 


a ln(l + r) 


2)r = pp-l; 
V a 


3) a = 


(l + r) n 


2) Từ T = a(l + r)" o- = (l + r) n 



3)Từ T = a(l + r) n =>a =-— . 

v . , \n ■ 

( 1 + r ) 

Ví dụ 1. Một số tiền 58 000 000 đ gửi tiết kiệm theo lãi suất 0,7% tháng. 

Tính cả vốn lẫn lãi sau 8 tháng? 

Lòi giải và đáp số 
Ta có: T = 58 000 000(1 + 0,7%) 8 
Nhập vào màn hình 

© C3 d) (3 (E m [03 ỊTỊ m m m E) CÕ3 0 s m m ('%) m © m 
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Ấn 0=] ta được kết quả 61 328 699, 87 {Sáu mựơi mốt triệu, ba trăm hai mươi 
tám ngàn, sáu trăm chín mươi chín đồng} 

0 Ma.th A 

58000000x(i+ũ.7t> 

É1328699.87 

Ví dụ 2. Một người có 58 000 OOOđ muốn gửi vào ngân hàng để được 70 021 OOOđ. 
Hỏi phải gởi tiết kiệm bao lâu với lãi suất là 0,7% tháng? 

Lòi giải và đáp số 
70021 000 

CÁ ... ..._ n 58000000 

sỗ tháng tôi thiêu phải gửi là: n = — 7 -f 

In (1 + 0,7%) 

Qui trình bấm phím 

(iíữiDlãSGOGDIIlEGOGŨữLlCEíCIIGLlGDữElGDũriGOGDCS) 
m ® Ũ3 GÕ GB di 0 ra m m (%) m m 

Ta được kết quả: 27,00152182 tháng. 

.0 Ma.th A 

1 n I a ‘ !ziĩzíiz± ụ*! 88 -* 8 I 

ir l5SQQŨŨQŨJ 

ln (i+p. 7xJ_' 

27.001521821 

Vậy tối thiểu phải gửi là 27 tháng. 

Chú ý: 

0 Nếu không cho phép làm tròn, thì ứng với kết quả trên số tháng tối thiểu là 
28 tháng. 

B Ngoài ra ta có thể tính dựa vào công thức 

. T , 70021000 . '_ i 

11 = °ẽ( 1 +r) - = lo Ỗ(i+ 0 , 7 %) 5 g 0 ~ 000Q băn ể cách ân P hím như sau: 

gmmmrõỊRmísiiTimmc^íamrõiíõimmíõirõim^) 

{5} GD QD GD [03 S3 GD QD 

Ấn (U ta được kết quả 

0 Maith Á 

103(i+0.7%)(580^ 

27.00152182 

Ví dụ 3.Số tiền 58 000 OOOđ gởi tiết kiệm trong 8 tháng thỉ lãnh về được 
61 329 OOOđ. Tìm lãi suất hàng tháng? 
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Lò’i giải và đáp số 

, . 1LI _ Jól 329000 , 

Ui suất hàng tháng: t = 

Qui trình bấm phím: 

® Ẽ3 m <B ® © m ca cu H3 CS3 ca m ® © ® © © © © © 
©(gKgxE)© ’ 

Ấn QỊD ta được kết quả: 0,7%. 

Ví dụ 4. Một người gửi 10 triệu đồng vào ngân hàng trong thời gian 10 năm với lãi 
suất 5% một năm. Hỏi rằng người đó nhận được số tiền nhiều hơn hay ít hơn bao 

nhiêu nếu ngân hàng trả lãi suất — % một tháng. 

Lòi giải và đáp số 

Gọi sốa là tiền gửi tiết kiệm ban đầu, r là lãi suất, sau 1 tháng sẽ là: a(l + r) 

Sau n tháng số tiền cả gốc lãi là: T = a(l + r) n 

Số tiền sau 10 năm với lãi suất 5% một năm: 

10 000 000(1 + 5%)'°= 16288946,27 u 
Số tiền nhận sau 10 năm (120 tháng) với lãi suất 5/12% một tháng: 

10000000(1 + y^%)' 20 = 16 470 094,98 đ 

=> số tiền gửi theo lãi suất —— % một tháng nhiêu hơn: 1811486,7069 đ. 

12 

Ví dụ 5. Lãi suất của tiền gửi tiết kiệm của một số ngân hàng thời gian vừa qua liên 
tục thay đổi. Bạn Châu gửi số tiền ban đầu là 5 triệu đồng với lãi suât 0,7% tháng. 
Chưa đầy một năm, thì lãi suất tăng lên 1,15% tháng trong nửa năm tiêp theo và 
bạn Châu tiếp tục gửi; sau nửa năm đó lãi suất giảm xuống còn 0,9% tháng, bạn 
Châu tiếp tục gửi thêm một sổ tháng tròn nữa, khi rút tiên bạn Châu được cả vôn 
lẫn lãi là 5 747 478,359 đồng (chưa làm tròn). Hỏi bạn Châu đã gửi tiên tiêt kiệm 
trong bao nhiêu tháng ? Nêu sơ lược quy trình bấm phím trên máy tính đê giải. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2010) 
Lời giải và đáp số 

Gọi a là sổ tháng gửi với lãi suất 0,7% tháng, X là số tháng gửi với lãi suất 0,9% 
tháng, thì số tháng gửi tiết kiệm là: a + 6 + X. Khi đó, số tiền gửi cả vốn lẫn lãi là: 

5 000 000 X l,007 a X 1,0115 6 X l,009 x = 5 747 478,359 . 

Quy trình bấm phím 

(D 111 © © © © CD m e ® I@01© 0 © 

E E © 0 © ® ® E 0 ® ® ® Ẽ3 S [2 ® 0 ® ® ® ® ® 
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An (shift| ỊCALCị (SOLVEỊ . Máy yêu cầu nhập giá trị A: 



Lặp lại quy trinh với A nhập vào lần lượt là 2, 3, 4, 5, ...đến khi nhận được giá 
trị nguyên cùa X = 4 khi A = 5. 

Vậy số tháng bạn Châu gửi tiết kiệm là: 5 + 6 + 4 = 15 tháng. 

Bài toán 2. Một người, hàng tháng gửi vào ngân hàng số tiền là a (đồng). Biết 
lãi suât hàng tháng là m%. Hỏi sau n tháng, người ấy có bao nhiêu tiền? 

Lời giải 

Cuối tháng thứ I, người đó có số tiền là: Tị = a + am = a(l + m). 

Đầu tháng thứ 11, người đó có số tiền là: 


a(l + m) + a-a[(l + m) + l] = —- a -. [(l + m) 2 -1~| =—Ị~(l + m) 2 -1 

|_(l + m)-lJL J mL v 7 

Cuối tháng thứ 11, người đó có số tiền là: 


m 


(l + m) 2 -ll + -^-[(l + m) 2 -l]m = — [(l+m) 2 -l] (l + mí 
J m m v ’ 


Cuối tháng thứ n, người đó có số tiền cả gốc lẫn lãi là T n : 


T n = 


m 


(l + m) n -1 (l + m) (2) 


Từ công thức (2) ta dễ dàng suy ra được: 


a = - 




(l + m) 


(l + m) n -1 


191 






CĐ BD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Plus_Trằn Đình Cư ---— 

T.m , 

J n ( _B__ +1 + m) 

■ n =- , a — -1 

ln(l + m) 

Ví dụ l.Một người, hàng tháng gửi vào ngân hàng số tiền là 100 USD (Khoảng 2 
triệu) Biết'lãi suất hàng tháng là 0,35%. Hỏi sau 1 năm, người ấy có bao nhiêu 

tiền? 

Lòi giải và đáp số 

Áp dụng công thức: T n = — (l + na) -1 (l + m ) 

với a = 100, m = 0,35% , n = 12 ta được: 

T,2= UX) --[(1 +0,35%)' 2 -1J(1 +0,35%) 

0,35%. 

Nhập vào màn hình __ 

m m © m (D® B m m ca m m ® 0 [3] © ® m (%) CD 

Ání=lTa được kết quả: 1227,653435 » 1227,7 USD. ^ 

Ví dụ 2. Muốn có 100 000 OOOđ sau 10 tháng thì phải gửi quỹ tiêt kiệm là bao 
nhiêu mỗi tháng. Với lãi suất gửi là 0,6%? 

Hưứng dẫn thực hành 

T n .m 

Áp dụng công thức: a =-p- 2 -— 7Ĩ 

(l + m)[(l + m) n -l 

100000000.0,006 _ 1 00000000-0.006 
Số tiền gửi hàng tháng: a = -- -J— 7(0 n _ , nnsíi nrvd” lì 

(1 + 0,006) (1 + 0,006)'°-lj 1.006(1,006 -1) 

Nhập vào màn hình _ 

®E®®®®®®®®® ® © CD ® © ® © © ® © 

©(am©©®®®©®®® 0 ® 0 

Ấn OD ta được kết quả: 9674911,478. 

Chú ý 

ìs. Cần phân biệt rõ cách gửi tiền tiêt kiệm: 

+ Gửi số tiền a một lân —>lây cả vôn lân lãi T. 

+ Gửi hàng tháng sổ tiền a —>lây cả vôn lân lãi T n . 

•&. Cần phân tích các bài toán một cách hợp lý để được các khoảng tính đúng đăn. 
ìs. Có thể suy luận để tìm ra các công thức từ công thức tông quát, tương tụ nhu 
bài toán mở đầu. 

•29, Các bài toán về dân số cũng có thể áp dụng các công thức tiên đây. 
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Hai bài toán về dân số và gửi tiền tiết kiệm là cùng 1 dạng - toán tăng trưởng. Ở 
đó, học sinh phải vận dụng các kiến thức toán học để thiết lập công thức tính toán. 
Máy tính chỉ giúp chúng ta tính toán chính xác nhất các kết quả mà số liệu thường 
rất to và lẻ. 

Ví dụ 3. Mỗi tháng gửi tiết kiệm 580 OOOđ với lãi suất 0,7% tháng. Hỏi sau 10 
tháng thì lãnh về cả vốn lẫn lãi là bao nhiêu?. 

Hướng dẫn thực hành 

Số tiền lãnh cả gốc lẫn lãi: 


T.„ =. 

1 !0 


580 000(1 + 0,007) 


(1 + 0,007)’° -1 


580 000.1,007.(l,007 l() -lì 


0,007 


0,007 


Nhập vào màn hình 

_m in m GD GD (S Gp m m 0 EI E) (U m m m s [0] [S m m 
m m <s> 0 m m ® m 0 (E E3 ra 

Ẩn 0=] ta được kết quả: 6 028 055,598 {Hơn sáu triệu} 

Ví dụ 4. Một người muốn sau 1 năm phải có số tiền là 20 triệu đồng để mua xe. 
Hỏi người đó phải gửi vào ngân hàng 1 khoản tiền như nhau hàng tháng là bao 
nhiêil. Biết lãi suất tiết kiệm là 0,27% / tháng. 

Hướng dẫn thực hành 


Áp dụng công thức a = - 


V* 


(1 + m) 


(1 + m)" -1 


vói T„ = 20 000 000; m = 0,27% = 0,0027; n ='12 thì ta được 

CÁ L!.. ,u... _ 20 000 000x0,27% 

Sô tiên gửi hàng tháng: a - 


(1 + 0,27%) (l + 0,27%) 12 -1 


Nhập vào màn hình: 



ram 

Ẩn (=0 ta được kết quả a = 1 637 639,63đ. 

Bài toán 3. Giả sử một người gửi ngân hàng số tiền là A đồng với lãi suất là r% 
trên 1 tháng. Mỗi tháng người ấy rút ra X đồng vào ngày ngân hàng tính lãi. Hỏi 
sau n tháng số tiền của người ấy còn lại là bao nhiêu? 

Giải 

Gọi Bị là số tiền còn lại sau tháng thứ i. 

" Sau tháng thứ nhất, số tiền vốn và lãi là: A + Ar = Ak với k = 1 + r 
Sau khi rút X đồng, số tiền còn lại là: Bị = Ak - X. 
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0 Sau tháng thứ hai, sổ tiền vốn và lãi là: B, + Bjr = (Ak - x) k 

Sau khi rút X đồng, số tiền còn lại là: B 2 = (Ak - x)k - X = Ak 2 - X.——— . 

■ Bằng cách quy nạp, ta suy ra được sau tháng thứ n , số tiền còn lại là 

B = Ak n - X. k ~ với k = 1 + r (**) 
n k -1 ' 

Ví dụ 1: Giả sử một người gửi vào ngân hàng số tiền 20 000 000 đồng theo kì hạn 
1 tháng với lãi suất 0,75%/ tháng. Mồi tháng, người đó rút ra 300 000 đông vào 
ngày ngân hàng tính lãi. Hỏi sau 2 năm số tiền của người ấy còn lại là bao nhiêu? 

Giải 

Áp dụng công thức (**) với 

A = 20 000 000; X = 300 000; r = 0,75% = 0,0075; n = 2.12 = 24. 


B„„ =A(r + l) 24 -X.t^ỊÍ-! 


24 


, _ ,24 _(0,0075+ l) 24 -l 

= 20 000 000(0,0075 +1) -300 000.—— () ()() ^ -- 


Nhập vào màn hình 

d) ís m S3 @3 (E (3 

[3 [3®® GO®®® KỊ® 0(03® 0(3 (Bám® 
H3 ® €> B m ® m 0 m E1 m © 

Ấn (=] ta được kết quả 16071729,41 

Ví dụ 2: Một sinh viên được gia đình cho gửi tiền tiết kiệm vào ngân hàng với số 
tiền là 20 000 000 đồng theo mức kì hạn 1 tháng với lãi suất tiết kiệm là 0,4% 
/tháng. Nếu mỗi tháng anh sinh viên rút ra một số tiền như nhau vào Iigày ngân hàng 
tính lãi thì hàng tháng anh ta rút ra bao nhiêu tiền để sau 5 năm, sô tiên vừa hêt? 

Lòi giải và đáp số 


Từ công thức 


lc n — 1 

B = Ak n - X.-;—=> X: 
n k-1 


Ak 




W-‘ 


A(r + l)"-B„Jr 


Sau 5 năm (gồm 60 tháng), anh sinh viên rút vừa hết tiền, tức B ỏ() - 0. 


Với A = 20 000 000; B 6() =0; n = 60; r = 0,4% = 0,0004. 


x = 


20000000 (o, 4% + l) 6 °-0 


0,4% 


(l + 0,4%) 60 
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Nhập vào màn hình 

® m GG ŨE) ® m GD @1ỊS® ®[m CSD 0 [4] @ m EJ m D3 © 
H]®CS)CI]Cx|[õ]Q|T) @ CD ® CD Q] 00 Q GD Mi) (7] CD © OE) Gõ) 
®0E 

Ấn (=) ta được: X « 375594,8402 * 375595 
Ví dụ 3: Một người vay ngân hàng với số tiền là 20 000 000 đồng, mỗi tháng trả 
góp cho ngân hàng 300 000 đồng và phải chịu lãi suất của số tiền chưa trả là 
0,4%/tháng. Hỏi sau bao lâu người ấy trả hết nợ? 

Giải 


' / \n ỊrM —[ jg f —X 

Áp dụng công thức B = AÍr + l) n -X.--—-o n = log,^. —g—— 

n V ; r l+r Ar-X 

Với A= 20.000.000; x = 300.000; r = 0,4% = 0,0004; B n = 0. 


„ = v- x = loe .. 0x0,4% -300000 

Ar-X lw ' 4 ‘* 20000000x0,4%-300000 

Quy trình bấm phím: 

® E GD E) ® @03® ® 0 GDữDCõ]®®®®©®® 
(H1® m © <g> m @3 0 ® m m 0 m (E E3 {E ta m (D. 

Từ đó ta tính được: n = 77,69370636 « 78 
Bài toán 4. Vay vốn trả góp 

Ta xét bài toán tổng quát sau: Gọi số tiền vay của người đó là N đồng, lãi suất 
m% trên tháng, số tháng vay là n, số tiền phải đều đặn trả vào ngân hàng hàng 
tháng là a đồng. 

Giải 


Sau tháng thứ nhất số tiền gốc còn lại trong ngân hàng là: N 
Sau tháng thứ hai số tiền gốc còn lại trong ngân hàng là: 


1 + 


m 

ĩõõ 


-a đồng 


“ 

/ m 1 

~ 

„ \ 

/ \ 

2 

V > 

- 

N. 

1 + — 

-a 

1+— 

-a = N. 

1 + — 

-a. 

U-5Ì- 

+ 1 


l 100 J 


100 J 


l iooJ 


.1 100 ) 



Sau tháng thứ ba số tiền gốc còn lại trong ngân hàng là: 

í í ™ Ý 17 ™ \ lì/ „ A 


đồng. 


N. 


= N 


1 + -^- 
V 100 

/ 


1 + 


V 


m 

ĩõõ 


\3 


1 + 


1 + 


m 

ĩõõ 

m 

ĩõõ 


+ 1 
J 

\ 2 / 
+ 


1 + 


m 

ĩõõ 


1 + 


V 


m 

ĩõõ 


+ 1 


đồng 
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SỐ tiền gốc còn lại trong ngân hàng sau tháng thứ n là: 


N 


1 + 


m 

ĩõõ 


1 + 


m 

ĩõõ 


Nn-I 


1 + 


m 

ĩõõ 


\ n-2 


+....+ 


1+ 


m 

lõõõ 


+ 1 


đồng 


Đặt y = 


1 + 


m 

ĩõõ 


, thì ta có số tiền gốc còn lại trong ngân hàng sau tháng thứ n 


sẽ là: Ny n - a^y n 1 + y n 2 +... + y + lỊ 

Vì lúc này số tiền cả gốc lẫn lãi đã trả hết nên ta có 

Ny" _aỊy n -' + y n - 2 +... + y + lỊ = 0oNy n = a(y n ~' +y" -2 +- + y + l) 


Suy ra: a = 


_N/_ 

y n-l + y n-2 + _ ,. + y + l 


Ny n (y-1) 

y n -i 


Ví dụ 1. r , 

a) Mọt người vay vốn ở một ngân hàng với số vốn là 50 triệu đồng, thời hạn 48 
tháng, lãi suat 1,15% trên tháng, tính theo dư nợ, trả đúng ngày qui định. Hỏi hàng 
tháng, người đó phải đều đặn trả vào ngân hàng một khoản tiền cả gốc lân lãi là 
bao nhiêu để đến tháng thứ 48 thì người đó trả hết cả gốc lẫn lãi cho ngân hàng? 

b) Nếu người đó vay 50 triệu đồng tiền vốn ở một ngân hàng khác với thờNiạn 
48 tháng, lãi suất 0,75% trên tháng, trên tổng số tiền vay thì so với việc vay vôn ở 
ngân hàng trên, việc vay vốn ở ngân hàng này có lợi gì cho người vay không? 

Hưó'mg dẫn thực hành 


a) Áp dụng công thức: a = 


Ny n (y-1) 


y" -1 

Thay bằng số với N = 50 000 000 đồng, n = 48 tháng, y = 1,0115 ta được: 
50000000.1,0115 4X .(l,0115 - l) 


1,0115 48 -1 



m _ . . 

. Ắn@ ta được kết quả: a = 1 361 312,807 đông. 

Nhận xét: Theo kết quả trên ta thấy rằng hàng tháng người vay phảUrả 1 361 
312,807 đồng. Thời gian trả là 48 tháng, như vậy người đó phải trả tiền lãi cho 
ngân hàng là 1 361 312,807 X 48 — 50 000 000 = 15 343 014,74. 

b) Nếu vay 50 triệu đồng ở ngân hàng khác với thời hạn như trên, lãi suât 0,75% 
trên tháng trên tổng số tiền vay thì sau 48 tháng người đó phải trả cho ngân hàng 
một khoản tien là: 50000000 + 50000000 X 0,75% X 48 = 68 000 000 đồng. 
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Trong khi đó vay ỏ' ngân hàng ban đầu thỉ sau 48 tháng người đó phải trả cho 
ngân hàng một khoản tiền là: 1.361.312,807 X 48 = 65 343 014,74 đồng. Như thế 
việc vay vốn ở ngân hàng thứ hai thực sự không có lợi cho người vay trong việc 
thực trả cho ngân hàng. 

Ví dụ 2. Bố bạn Bình tặng cho bạn ấy một máy tính hiệu Samsung trị giá 
5 000 000 đồng bằng cách cho bạn tiền hàng tháng với phương thức sau: Tháng 
đầu tiên bạn Bình được nhận 100 000 đồng, các tháng từ tháng thứ hai trỏ' đi, mỗi 
tháng nhận được số tiền hon tháng trước 20 000 đồng. 

a) Nếu chọn cách gửi tiết kiệm số tiền được nhận hàng tháng với lãi suất 
0,6%/tháng, thì bạn Bình phải gửi bao nhiêu tháng mới đù tiền mua máy vi tính? 

b) Nếu bạn Bình muốn có ngay máy tính để học bằng cách chọn phương thức mua 
trả góp hàng tháng bằng số tiền bố cho với lãi suất 0,7%/tháng, thì bạn Bình phải 
trả góp bao nhiêu tháng mói trả hết nợ? 

Hướng dẫn thực hành 

a) Đưa 100 000 -> A bằng cách: CD QD QỊD QD QQ QD [SHÌĨ] ỊrÕ) o {A là số tiền đã 
góp tháng thứ D} 

Đưa 100 000 -> B bằng cách: co [1] [13 ŨD GD QD IsHirrỊ (rcl) 0 {B là số tiền 

góp hàng tháng} 

Đưa 1 -» D {biến điếm}bằng cách: CD |shiftỊ ỊrÕỊ (ỆỊỊn) 

Ghi vào màn hình: D = D + l:B = B + 20 000: A = Axl,006 + B bằng quy trình 
bấm phím: 

GBGDOO 

5] GO GO gọn GgỊ nn o du (ẽÃỹp di o (X) QD E3 GO 00 QD (+] ỊẬŨỊỊỊ) EO 

Ấn ỊCALCl và lặp lại liên tiếp phím GO cho đến khi A vưọt quá 5 000 000 thì D là 
số tháng phải gửi tiếp kiệm {D= 18 tức là tháng thứ 18, nhưng tháng thứ 18 trả ít 
lại}. 

b) Tháng thứ nhất, sau khi góp còn nợ: 

A = 5000000-100000 = 4900000 (đồng). 

Đưa 4 900 000 -» A bằng cách: (~4l rõl (~Õ1 rõ~l rõl rõ~| Í~ÕỊ fsHĨFTl ÍRCp R=)Ị 
Đưa 100 000 -> B bằng cách: m Gũ Gũ fÕ1 rõl ÍÕỊ ÍSHÌFTÌ ÍRCLÌ R (b) 

Đưa 1 —> D bằng cách: (TỊ |shift| ÍRCĨI fsỉn| 

Tháng sau góp: B = B+20 000 (giá trị trong ô nhớ B cộng thêm 20000), còn nợ: 
A=Ax 1,007-B. 

Ghi vào màn hình: D = D +1: B = B + 20 000: A = A X 1,006 - B bằng cách: 
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Sau đó bấm (=0 liên tiếp cho đến khi D =D+1= 19 ứng với tháng 19 phải trả góp 
xong còn nợ: 23146,13225 

ã Mtth Á 

A=Axl.006-B 

23146.13225 

bấm tiếp phím í=n tức D =0+1= 20 ta được giá trị A âm 

13 M&th Ấ 

A=AxL006-B 

-456714.991 

Như vậy chỉ cần góp trong 20 tháng thì hết nợ, tháng cuối chỉ cần góp : 

23 146,13225x 1,007 = 23 308,15518 đồng. 

Bài toán 5. (Cách tính tăng lương).MỘt người được lãnh lương khởi điếm là a 
đồng/tháng. Cứ t tháng (1 bậc) anh ta lại được tăng thêm r%. Hỏi sau nl tháng 
làm việc anh ta lĩnh được tất cả bao nhiêu tiền. 

Giải 


Sau t tháng anh ta nhận được tất cả là: at 
Sau 2l tháng anh ta nhận được tất cả là: 

/ N / N. (l + rì — 1 

at + at(l + rj = at(2 + r) = at —-—- 


Sau 3t tháng số tiền mà anh ta nhận được tất cả là: 


at 


(l + r) 2 -! 


= at 


+ at(l + r) 2 = 


( 1 + r ) 2 _l + r (l + r ) 2 


al 


at 


r 


(l + r) 2 


Sau n bậc số tiền mà anh ta nhận được tất cả là: 



(*) 


Ví dụ 1: Giả sử một người đi làm được lĩnh lương khởi điểm là 2 000 000 
đồng/tháng. Cứ 3 năm người ấy lại được tăng thêm 7%. Hỏi sau 36 năm làm việc 
người ấy lĩnh được tất cả bao nhiêu tiền? 

Lòi giải và đáp số 

Áp dụng công thức 
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T = at 




(*) với 


a = 2.000.000;r = 7% = 0,07;n = 36:3 = 12; t = 3.12 ta được 

02 


36x2.000.000 


(1 + 0,07) -1 


0,07 

Quy trình bấm phím 

m GD m ® GD GD GD ỌD ta ữD 00 m m CD m E) m 0 (S m m 
@|T|(I]®BCĨ](II®[Õ]E][Õ][EI1] 

Ta được kết quả 1 287 968 492 ( Hon một tỉ). 


III. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Một người gửi vào sổ tiết kiệm ngân hàng số tiền là 10 000 000 đồng, lãi 
suất 0,6% tháng. 

a) Hỏi sau đúng 3 năm số tiền trong sổ sẽ là bao nhiêu, biết rằng trong suốt thời 
gian đó, người gửi không rút một đồng nào cả gốc lẫn lãi (làm tròn đến đồng) và lãi 
suất không thay đổi? 

b) Nếu người đó gửi vào ngân hàng 50 000 000 đồng với lãi suất 0,6% tháng. Sau 
mỗi tháng người đó đến ngân hàng rút mỗi tháng 3 000 000 đồng để chi tiêu. Hỏi sau 
bao nhiêu tháng thì người đó rút hết tiền cả gốc lẫn lãi, cho biết số tiền tháng cuối 
cùng người đó rút là bao nhiêu? biết rằng trong suốt thời gian đó người gửi không rút 
một đồng nào cả gốc lẫn lãi (làm tròn đến đồng) và lãi suất không thay đối? 

( Trích Đề thi HSG MTCT, Huế 2014) 
Lòi giải và đáp số 

a) Áp dụng công thức tính lãi kép: A - a(l + r) n 
Với A : số tiền có được sau 3 năm, 

a: số tiền gửi ban đầu tức a = 10 7 

r: lãi suất hàng tháng tức r = 0,6% 

n: là số tháng gửi ngân hàng tức n = 36 tháng 

Vậy A = a(l + r) n =10 7 .(l + 0,ổ%) 36 
Quy trình bấm phím: 

03 GO Rf6líiiTimmi^ì[3][6][=] 

Vậy số tiền người đó có cà vốn lẫn lãi là: A = 12 403 016 

b) a: số tiền gửi ban đầu tức a = 50 X10 6 —» A 

r: lãi suất hàng tháng tức r = 0,6% => 1 + r = 1 + 0,006 — > c 
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n: là số tháng rút ngân hàng tức n = 0 —» D {biến đếm} 
b: là số tiền rút hàng tháng tức b = 3 X10 6 -> B 

Vậy A = a(l + r) n =10 7 .(l + 0,6%) 36 

Sau tháng thứ nhất: số tiền cả vốn lẫn và lẫn lãi là: A = AC 

Số tiền sau khi rút lần 1 là: AC - B —» A 

Ghi vào màn hình: D = D +1: A = AC - B bằng cách: 

lÃĨPÌĨÃl ísìinl [ÃĨPHÃ1 tCÃLCl ÍÃĨPRÃỊ Ịsỉnl RR m ÍÃLPHÃI f!^ì ÍÃĨPHÃÌ [t^õỊ IÃTpHÃI ÍCÃLCl Í^PHÃI R 3 ?! ỊÃĨM1 [hỹpl 

0101 

Lặp lại phím [=1 đến khi D = 17 



0 Matti A 

A=AC-B 

-1159730.167 

Vậy sau 18 tháng thì người đó rút hết tiền cả vốn lẫn lãi. 

Số tiền tháng cuối cùng người đỏ rút là: 

3 000 000-1159 730,167 = 1 840 269,833 = 1 840 269 đồng. 

BT 2. a) Một người gửi tiết kiệm 250 000 000 đồng loại kỳ hạn 3 tháng vào ngân 
hàng với lãi suất 10,45% một năm. Hỏi sau 10 năm 9 tháng người đó nhận được 
bao nhiêu tiền cả vốn lẫn lãi. Biết rằng người đó không rút lãi tất cả các định kỳ 
trước đó. 

b) Nếu với số tiền câu a, người đó gửi tiết kiệm loại kỳ hạn 6 tháng vào ngân 
hàng với lãi suất 10,5% một năm thì sau 10 năm 9 tháng người đó nhận được bao 
nhiêu tiền cả vốn lẫn lãi. Biết rằng người đó không rút lãi tất cà các định kỳ trước 
và nếu rút tiền trước thời hạn thì ngân hàng trả lãi suất theo loại không kì hạn là 
0,015% một ngày (1 tháng tính 30 ngày). 

Lời giải và đáp số 

a) Gọi a là số tiền gửi ban đầu, r là lãi suất ngân của một kỳ hạn, n là sổ kỳ hạn, 
thì số tiền cả vốn lẫn lãi sau n kỳ hạn là: A = a(l + r) n 
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Lãi suất một kỳ hạn 3 tháng là: — X10,45% = 

12 100 

Sau 10 năm 9 tháng (có nghĩa là 129 tháng hay 43 kì hạn), người đó nhận được 

, , , ... _ _ ( 2.6I25V 3 

sô tiên cả vôn lân lãi là: A = 250 000 000 X 1 + . đồng 

l 100 J s 

Dùng MTCT ta tính được A = 757 794 696,8 đồng. 

b) Một kỳ hạn 6 tháng có lãi suât là: ------- X16 = ~r—r 

12 100 

Sau 10 năm 6 tháng (có nghĩa là sau 126 tháng hay 21 kì hạn), số tiền cả vốn 
lẫn lãi người đó nhận được là 

__ ( 5 25Ỹ' 

B = 250 000 000x l+LỊ=f đồng 

1 , 100 ) 

Vì 10 năm 9 tháng bằng 21 kỳ hạn dư 90 ngày. Do đó số tiền B được tính lãi 
suất không kì hạn trong 90 ngày là 

( 5.25 Ý 1 0.15 __ ... _ í 5.25Ý 1 .1 

c = 250000000x 1+Ịị±i X^fx90 = 135x250 000x1+^=- đồng 

^ 100 J 100 V 100 ) 

Vậy sau 10 năm 9 tháng người đó nhận được số tiền cả vốn lẫn lãi là: 

.. 6 5.25Ỹ 1 ... .. (_ 5.25') 21 

250 000 000 X 1 + ^ +135x250 OOOx 1+^r 

V 100 J 1, 100 J 

( 5.25^ 21 . , ( 5.25V 

= 250 000 000X 1+^-=- x(l000 + 135) = l 135x250 OOOx 1 + ^ 

100 J K ’ 100 J 

Dùng MTCT ta tính đươc kết quả: 830 998 165,2 đồng. 

BT 3. Dân số một nước là 80 triệu người, mức tăng dân số là 1,1% mỗi năm. Tính 
dân số của nước đó sau n năm. Áp dụng với n = 20. 

Lò i giải và đáp số 

Áp dụng công thức: T = a (1 + r) n 
Với a = 80 000 000;n = 20,m = 1,1%. 

Dùng MTCT ta tính được: T = 99 566 457. 

BT 4. Lãi suất tiết kiệm của một số ngân hàng hiện nay là 8,4% năm đối với tiền 
gửi có kỳ hạn một năm. Để khuyển mãi, một ngân hàng thương mại A đã đưa ra 
dịch vụ mới: Nếu khách hàng gửi tiết kiệm một năm đầu thì lãi suất 8,4%, sau đó 
lãi suất tăng so với năm trước đó là 1%. 

Hỏi nếu gửi 1 000 000 đồng theo dịch vụ đó thì số tiền sẽ nhận được bao nhiêu 
sau: 10 năm, 15 năm? Nêu sơ lượt cách giải. 

Lòi giải và đáp số 
Lãi suất năm thứ nhất là 8,4% 
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Vì lãi suất năm sau tăng thêm so với năm trước 1% nên ta có: 

Lãi suất năm thứ hai là: 8,4%x(l +1%) 

Lãi suất năm thứ ba là: 8,4%x(l + l%)x(l + 1%) 

Số tiền nhận được sau một năm là: 1 000 000x8,4%x(l + 1%) 

Số tiền nhận được sau hai năm là: 1 000 000 X (8,4 + l)x (8,4x (l +1%) +1%) 

Số tiền nhận được sau n năm là 

1 000 000x(8,4% + l)x|8,4%x(l + 1%) 2 +1 jx...X^8,4x (l + l%) n 1 + l) 

Đưa 1 000 000 -> A , đưa 8,4% -+ B , đưa 0 -» M {biến đếm} 

Ghi vào màn hình: M = M +1: A = A(l + B): B = B(l + 1%) 

Ẩn ICALCl sau đó lặp lại liên tiếp phím GU 

Đáp số: Sau 10 năm: 2 321 713,755 đồng; Sau 15 năm: 3 649 292,01 đồng. 

BT 5. Dân số một thành phố năm 2007 là 330 000 người. 

a) Hỏi năm 2007-2008, dự báo có bao nhiêu học sinh lớp 1 (6 tuổi) đến trường, 
biết rằng trong 10 năm trờ lại đây tỉ lệ tăng dân số mỗi năm của thành phô là 1,5% 
và thành phố thực hiện tốt chù trương 100% trẻ em đúng độ tuôi đêu vào lớp 1 ? 

b) Đến năm 2015-2016, thành phố đáp ứng được 120 phòng học cho học sinh 
lớp 1, mỗi phòng dành cho 35 học sinh thì phải kiềm chế tỉ lệ tăng dân sô môi năm 
là bao nhiêu, bắt đầu từ năm 2007? ( Kết quả lấy hai chữ số ỏ' phần thập phân) 

Lòi giải và đáp số 

a) Áp dụng công thức: A = a(l + m) n 

Trong đó: A =330 000; m = 1,5%; n = 7 . 

, 330 000 

Ta suy ra được sô dân năm 2000 là: a = -- 77 

(1 + 1,5%) 

Chỉ những em sinh năm 2001 mới đủ tuổi đi học (6 tuôi) vào lớp 1 ỏ' năm học 
2007-2008. Vậy trẻ em (sinh năm 2001) học lớp 1 năm học 2007-2008 là 

330 000 

-- X 1,5% 

(1 + 1,5%) 

Dùng MTCT ta tính được kết quả là 4460 

Vậy số trẻ em học lớp 1 năm 2007-2008 vào khoảng 4460 em. 

b) Gọi X là tỉ lệ tăng dân số cần khống chế từ năm 2007 

Vì số dân năm 2007 là 330 000 người nên số dân năm 2008 là: 

( X \ 

330 OOOx 1+-T- 

l 100 J 

( X \ X 

Số trẻ em sinh năm 2009 là: 330 000 X 1 +-TT X T7T 

V 1 uu J 1 uu 
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Vì chỉ CÓ những em sinh năm 2009 mới đủ 6 tuổi vào học lóp 1 năm 2015-2016. 
Ta có phương trình sau: 

( X \ X 

330 000 I 4 -- 7 — X -7-: 35 = 120 (phòng) (1) 

l 100J 100 

Phương trình (1) tương đương với phương trình: 

3300X + 33x 2 , __ 

- ^7 -= 120 o 33x 2 + 3300x - 4200 = 0 

35 

Đáp số: Tỉ lệ tăng dân số cần khống chế là 1,25%. 

BT 6. Xã A có 10 000 dân. Với mức tăng dân số bình quân 2,0% hằng năm thì sau 
n năm dân số sẽ vượt 15 000 dân. 

1) Hỏi n nhỏ nhất sẽ là bao nhiêu, lúc đó dân số xã là bao nhiêu? 

2) Sau ba năm thực hiện kế hoach hóa gia đình, số dân của xã là 10 395 người. 

Hỏi: 

a) Mức tăng dân số thực tế trong ba năm vừa qua của xã A là bao nhiêu phần trăm 
(ký hiệu r%, r lấy hai chữ số) 

b) Neu mức tăng dân số như ba năm qua, thì sau ít nhất bao nhiêu năm nữa (ký 
hiệu m năm) số dân sẽ vượt quá 15 000 dân. 

Lời giái và đáp số 

1) Ta sử dụng công thức A = a(l 4- r) n 

Với tỉ lệ tăng dân số là 2% hàng năm và để số dân vượt 15 000 người thì 
10 000(1 4 2%) > 15 000 0 (1 + 0,02)" >1,5 

Đưa 0 —» M . Ghi vào màn hình: M = M 4-1: (1 4- 0,02) M , lặp lại liên tiếp phím 

ẼD cho đến khi M +1 = 21 ta được (1 + 0,02) M = 1,515666344 
Vậy sau n = 21 năm thì dân số của xã đó sẽ vượt quá 15 000. 

Số dân của xã lúc đó là: 10 000(1 4-0,02) 21 =15 156,66344 

Vậy sau 21 năm thì số dân của xã đó là: 15 157 (người) 

Đáp số: n = 21, số dân: 15 157 (người). 

2) 

a) Theo công thức A = a (1 4 r) n ta có 

_ (' r V _ /10 395 

1 000 \ + ~ = 10395 <=> 1 + - 7 - = 3 ; ;; =» r » 1,29970125. 

I 100 ; 100 ỵioooo 

Đáp số: r«1,3% 

b) Nếu dân số tăng như ba năm qua với mức tăng là 1,3% thì số dân của xã sẽ vưọt 
15 000 (người), sau số năm là: 
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10 000(1 + 1,3%)" >15 000<=>(1 + 0,013)" >1,5 

Đưa 0 —> M . Ghi vào màn hình: M = M +1: (l + 0,013) 

Lặp lại liên tiếp phím Oi] cho đến khi M +1 = 32 ta có: 

(1 + 0,013) M =1,511827537 

Có nghĩa với mức tăng 1,3% thì sau m = 32 năm số dân cùa xã đó sẽ vượt 
15 000 người. 

Đáp số: m =32. 

BT 7. Dân sổ tỉnh Phú Yên năm 2007 là 820 000 người. Người ta dự đoán đên năm 
2010 dân số của tỉnh Phú Yên sẽ là 862 535 người. 

a) Hỏi trung bình mỗi năm dân số của tỉnh Phú Yên tăng bao nhiêu phân trăm. 

b) Với tỉ lệ tăng dân số hàng năm như vậy, hỏi đến năm 2015 dân sô Phú Yên là 
bao nhiêu? 

Lòi giải và đáp số 

a) Áp dụng công thức: A = a(l + r) , trong đó a là sô dân tại thời diêm ban đau, A 
là số năm thứ n, r là mức tăng trưởng dân số. 

Ta có: 862 535 = 820 000 X (1 + r) 3 => r = - 1 * 1. 7% 

b) Với tỉ lệ tăng dân số hàng năm là 1,7% thì đến năm 2015 sô dân của tỉnh Phú 

Yên sẽ là: 820 000x(l + 0,017) 8 «938 386 người 

Đáp số: Đến năm 2015, số dân tỉnh Phú Yên khoảng 983 nghìn người. 

BT 8. Dân số thế giới cuối năm 1995 là 5,6 tỉ người. 

a) Hỏi với mức tăng trưởng l,7%thì vào năm 2008, dân sô của thê giới là bao 
nhiêu? 

b) Với tỉ lệ tăng dân số như trên, sau bao nhiêu năm nữa thì dân số thế giới sẽ lên 
đến 10 tỉ người. 

Lòi giải và đáp số 

a) Áp dụng công thức: A = a(l + r)" với a = 5,6 tỉ người, r = l,7%;m = 12 
Do đó: A « 7 tỉ người. 

b) Giả sử từ năm 1995 đến năm thứ n, với mức tăng dân số là 1,7 % thì dân sô là: 

Á = 10 tỉ: 


( 1.7 Y 

Tacó 10 = 5,6 1 + 777 

l 100 J 

Đáp số: Sau 35 năm (kể từ 1995) thì dân số thế giới trên 10 tỉ đồng. 
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BT 9. Một người mua xe ôtô trị giá 200 000 000 đồng theo phương thức trả góp, 
mỗi tháng ông ta phải trả 3 000 000 đồng. 

a) Sau bao nhiêu tháng ông ta trả hết số tiền trên? 

b) Nếu phải chịu lãi suất của một số tiền chưa trả là 0,4% trên tháng và mỗi tháng 
kể từ tháng thứ hai ông ta vẫn trả 3 000 000 đồng thì sau bao lâu ông ta trả hết số 
tiền trên. 

Hướng dẫn thực hành 

a) Bấm phím 200 000 000 cho 3 000 000 ta được kết quả 66,(6) 

Vậy sau 67 tháng người mua xe trả hết số tiền 

b) Đưa 200 000 000 ->A. 

Gọi a n là số tiền người mua xe còn nợ sau tháng thứ n. 

Vậy ta có: 

a n+1 = a + a„ x-^ị-3 000 000 = a n fl+^1-3 000 000 
n+l 11 " 100 11 ( 100/ 

= a n X 1,004-3 000 000 

Đưa 0 —» D; đưa 200 000 000 -> A . 

Ghi vào màn hình: D = D +1: A = 1.004A -3 000 000 

Lặp lại liên tiếp phím f=1cho đến khi giá trị trên man hình nhận giá trị âm đầu 
tiên là -917608,9225 tương ứng với D = D +1 - 78 
Vây sau 78 tháng người mua xe trả hết tiền. 

BT 10. Một nhân viên A vay ngân hàng 30 triệu đồng theo phương thức trả góp với 
lãi suất 1,7% một tháng, tính theo dư nợ, thời hạn trả hết nợ là 24 tháng. Hỏi mỗi 
tháng nhân viên A phải trả một số tiền cố định là bao nhiêu? 

Lòi giải và đáp số 

Gọi A là số tiền phải trả cố định hàng tháng, a là số tiền vay, r là lãi suất vay 
theo tháng và X = 1 + r 

Khi đó đến cuối tháng n (thời hạn kết thúc vay số tiền a) thì số tiền nợ sẽ là 
T n = a.x 11 - (x"- 1 + x"~ 2 + • • • + X + 1) A = a.x" - A.^-y 
Để trả hết nợ 
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BT 11. a) Bạn An gửi tiết kiệm một số tiền ban đầu là 1 000 000 đồng với lãi suất 
0,58%/tháng (không kỳ hạn). Hỏi bạn An phải gửi bao nhiêu tháng thì được cả vôn 
lẫn lãi bằng hoặc vượt quá 1 300 000 đồng ? 

b) Với cùng số tiền ban đầu và cùng số tháng đó, nêu bạn An gửi tiêt kiệm có kỳ 
hạn 3 tháng với lãi suất 0,68%/tháng, thì bạn An sẽ nhận được số tiền cả vốn lẫn lãi 
là bao nhiêu? Biết rằng trong các tháng của mỗi kỳ hạn, chỉ cộng thêm lãi chứ 
không cộng vốn và lãi tháng trước để tình lãi tháng sau. Hêt một kỳ hạn, lãi sẽ 
được cộng vào vốn để tính lãi trong kỳ hạn tiếp theo (nếu còn gửi tiếp), nếu chưa 
đến kỳ hạn mà rút tiền thì số tháng dư so với kỳ hạn sẽ được tính theo lãi suât 
không kỳ hạn. 

Lòi giải và đáp số 

a) Đáp số: n = 46 (tháng) 

b) 46 tháng = 15 quý + 1 tháng 

Số tiền nhận được sau 46 tháng gửi có kỳ hạn: 

1000000(]+0.0068x3) l5 x 1,0058 =1361659,061 đồng 
BT 12. Sinh viên Châu vừa trúng tuyển đại học được ngân hàng cho vay trong 4 
năm học mồi năm 2.000.000 đồng để nộp học phí, với lãi suât ưu đãi 3%/năm. Sau 
khi tốt nghiệp đại học, bạn Châu phải trả góp hàng tháng cho ngân hàng sô tiên m 
(không đổi) cũng với lãi suất 3%/năm trong vòng 5 năm. Tính sô tiên m hàng 
tháng bạn Châu phải trả nợ cho ngân hàng (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị). 

Lòi giải và đáp số 
Sau 4 năm, bạn Châu nợ ngân hàng: 

A= 2000000(1.03 4 +1.03 3 +1.03 2 +1.03)» 8618271.62 

Năm thứ nhất bạn Châu phải góp 12m (đồng). Gọi q = 1 + 0.03 = 1.03 

Sau năm thứ nhất, Châu còn nợ: Xị = Aq - 12m 

Sau năm thứ hai, Châu còn nợ: x 2 = (Aq - 12m)q — 12m = Aq‘ - 12m(q +1) 

Sau năm thứ năm, Châu còn nợ x 5 = Bq 5 - 12m(q 4 + q 3 + q 2 + q +1). 

Giải phương trình: 

x 5 = Bq 5 -12m(q 4 + q 3 + q 2 + q +1) = 0, ta được m = 156819 

BT 13. Theo dự báo với mức tiêu thụ dầu không đổi như hiện nay thì trữ lượng dầu 
của một nước sẽ hết sau 50 năm nữa. Nhưng do nhu câu thực tê, mức tiêu thụ tăng 
lên 5% mỗi năm. Hỏi sau bao nhiêu năm số dầu dự trữ sẽ hết. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Vĩnh Phúc 2009) 
Hướng dẫn giải 

Gọi mức tiêu thụ dầu hàng năm là A thỉ lượng dầu là 50A. 

Gọi x n là lượng dầu tiêu thụ năm thứ n thì X„+| = 1,05. x„. 

Tổng dầu tiêu thụ trong N năm là: 
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X, + x 2 +...+x N = (l,05 N - 1 )A/0,05 

Giải pt: (1,05 - 1 )A/0,05 = 50A 

Ta được 1,05 N = 3,5 

Kiểm tra trên máy ta có : 25 < N < 26 

Vây sau 25 năm lượng dầu dự trữ sẽ hết. 

BT 14. (Bài toán lạm phát tiền tệ) Lạm phát tiền có thể hiểu đơn giản là sự gia tăng 
liên tục của giá cả đối với các mặt hàng, ví dụ lạm phát một năm 10% có nghĩa là 
sau một năm số tiền để mua một mặt hàng nào đó tăng lên 10%, tức là sau một năm 
thì l.lOO.OOOđ có giá trị bằng l.OOO.OOOđ cách đây một năm (khi đó ta nói đồng 
tiền bị mất giá). 

Một người gửi tiết kiệm 100.000.000d tại ngân hàng với lãi suất 15%/năm (kỳ 
hạn 1 năm), biết rằng lạm phát năm đầu tiên khi gửi là 8% và sau mỗi năm lạm 
phát lại tăng thêm 10%. Hỏi sau ít nhất bao năm thì người đó nhận được một số 
tiền có giá trị bé hơn số tiền ban đầu mà người đó gửi vào ngân hàng? 

Hướng dẫn giải 

Gọi n là số năm gửi tiết kiệm. Khi đó số tiển gửi sau n năm là: A.(l .15) n với 
A = 100.000.000 đ 

Ngoài ra chỉ số lạm phát trong năm thứ m sau khi gửi là 0.08x(l. l) m 1 

Vậy sau n năm số tiền có giá trị bằng số tiền ban đầu là 

A(1 + 0.08)(l + 0.08x(l. l))(l + 0.08x(l. I) 2 )(...)(l + 0.08x(l. l) n_1 ) 

Quy trình bấm phím 

D = D +1: B = B.(l + 0.08x(l. 1) D “']: c = B - (l. 15) D 

Nhấn CACL với các giá trị ban đầu là: D = 0; B -1. Nhấn dấu (=) liên tục cho 
đến khi c > 0 thì dừng. Khi đó D=14 

Vậy sau 14 năm thì số tiền gửi rút ra sẽ có giá trị bé hon số tiền ban đầu gửi vào. 
BT 15.Một người gửi 9,8 triệu đồng tiết kiệm với lãi suất 8,4% /năm và lãi suất 
hằng năm được nhập vào vốn. Hỏi theo cách đó thì sau bao nhiêu năm người đó 
thu được tổng số tiền là 20 triệu đồng (biết rằng lãi suất không thay đổi) 

Hưóng dẫn giải 

Gọi A là số tiền gửi ban đầu. 

Sau n năm (n € N) số tiền thu được là: A n = AxỊl + 0,084] = AX(l,084] 

Áp dụng với số tiền bài toán đã cho: 20 = 9,8 X (1,084)" 

20 . 20 

0(1,084)" = o n = log, 084 * 8,844141258 

9,8 & ' 8 9,8 

Vì n là sổ tự nhiên nên ta chọn n = 9 
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lễhử u 7: ' _ 

CÁC BÀI TOÁN CÓ NGUỒN Gốc THỤC HẾN 


Đưa Toán học vào thực tiễn là một vấn đề cấp thiết cho chương trình Toán học 
của nước ta hiện nay. Sử dụng các kiến thức toán học đế giải quyêt các tình huông 
thực tế là chìa khóa giúp các em học sinh giải quyết thành công một lớp bài toán 
mà các em sẽ gặp trong cuộc sống. Chính vì vây,, những năm qua trong các kì thi 
“Giải toán trên máy tính cầm tay” được Bộ Giáo Dục và Đào Tạo quan tâm đến nội 
dung này. Nhằm giúp các em tiếp cận và làm quen với các dạng toán thực tiên, chủ 
đề này xin được giới thiệu một số bài toán là những đề thi MTCT của BGD và các 
SGD và ĐT trong những năm gần đây. Mỗi bài toán đề cập đến một lĩnh vực của 
toán học như Lưọ'ng giác, Đạo hàm, Hình học, Dãy sô, Giải tích tô họp, bat đang 
thức,... Trong nội dung bài báo này, chúng tôi đêu tiên hành các thao tác trên máy 
tính VINACAL570ESPLUSII,CASIOfx — 570 VNPLUS , hai dòng máy có nhiều 
tính năng nhất được BGD và ĐT cho phép mang vào phòng thi. 

I. CÁC VÍ DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Một hộp nữ trang (xem hình vẽ) có mặt bên ABCDE với ABCE là hình 
chữ nhật, cạnh cong CDE là một cung cùa đường tròn tại trung diêm M của AB; 
AB = 10cm,BC = 6cm, 

BQ = 45cm. Hãy tính 

1. Góc CME theo radian 

2. Độ dài cung CDE E 

3. Diện tích hình quạt MCDE 

4. Diện tích toàn phần của hộp nữ trang A 

5. Thể tích của hộp nữ trang. ■* 10 *■ 

(Đề thi HSG MTCT Quốc gia 2009) 

Lòi giải và đáp số 

1. Chọn đơn vị góc là rad bằng cách |shift) ỊmooeI GD 
Ta có: 

/rmi _rTT^\ „ BC _ . 2BC 

CME = 71 - AME + BMC = 7U - 2BMC = 71 - 2.arctan = 71 - 2.arcian—— 

\ ) MB AB 

Sử dụng MTCT tính góc CME và đưa vào ô nhớ A bằng cách: 

m l ã E) m ® m ® m 1® © 0 m m ra É 

{Kết quả: l,389476552(rad)} in ỊÕỊ o ■ 

Ị ~ 

2. Gọi 1 là độ dài cung CDE.Tacó: 1 = MC.CME=: JBC 2 +^-.CME 



208 




cty TNHH MTV DWH Khang Việt 


Sử dụng MTCT tính MC và lưu vào ô nhớ B như sau: 

®®®ffl(3(õ](iỉi0[g(=] {Kết quả VổT} (@ 10 0. 

Tính 1 và lưu vào ô nhớ c bằng cách [ALPHAl @ ỊAtPHAl o (=] 

{Kết quả 10,85215879cm } Ịshift| IrcĨỊ ỊỉiỹpỊ 

3. Diện tích hình quạt MCDE là S MCDE = —— Tính S MCDE và lưu vào ô 

nhớ D bằng cách SOSBIiỉlSGOGID {Kết quả 42,37903485cm 2 } 

@ 10 ®. 

4. Diẹn tích S ABCDE = S MCDE +2S MBC =S MCDE +— BC.BA . Tính S ABCDE và 

lưu vào ô nhớ E bằng cáchỊẶÌM] ®ffl®®(T)[Õ]0[2] |SHIFT1 ỊrclỊ ỊcõsỊ {Kết quả 
72,37903485}. Chu vi của hình ABCDE ià P ABCDE = 1 + 2BC + AB. Diện tích 

xung quanh của hình hộp nữ trang: S xq = P abcde -BQ = (l + 2BC + AB).BQ. Tính 

s xq bằng cách co ỊẶỊU §3 EE) [ 2 ] (x| [D GB CD GD CD H @3 d] (MI {Kết quả 

1478,347146}. Diện tích toàn phần của hộp nữ trang ^tq — ^xq + 2.S ABCDE • Tính 
S lp bằng cáchỊÃnặỊ QEI [ 2 ] ỊALPHAl ỊẽõsỊ 1=1 {Kết quả 1623,105215cm 2 }. 

5. Thể tích của hộp nữ trang V = BQ.S abcde . 

Tính V bằng cáchm ỈTỊ ÍÃĨPĨÌÃI Ịcõsl [=1 {Kết quả 3257,056568cm 3 }. 

Ví dụ 2. Đe đắp một con đê, địa phương đã huy động 4 nhóm người gồm học sinh, 
nông dân, công nhân và bộ đội. Thời gian làm việc như sau (giả sử thời gian làm việc 
của mỗi người trong một nhóm là như nhau): Nhóm bộ đội mỗi người làm việc 7 
giờ; nhóm công nhân mỗi người làm việc 4 giờ; Nhóm nông dân mỗi người làm việc 
6 giò' và nhóm học sinh mỗi em làm việc 0,5 giờ. Địa phương cũng đã chi tiền bồi 
dưỡng như nhau cho từng người trong một nhóm theo cách: Nhóm bộ đội mỗi người 
nhận 50.000 đồng; Nhóm công nhân mỗi người nhận 30.000 đồng; Nhóm nông dân 
mỗi người nhận 70.000 đồng; Nhóm học sinh mỗi em nhận 2.000 đồng . 

Cho biết: Tổng số người của bốn nhóm là 100 người; 

Tổng thời gian làm việc của bốn nhóm là 488 giờ; 

Tổng số tiền của bốn nhóm nhận là 5.360.000 đồng; 

Tìm xem số người trong từng nhóm là bao nhiêu người. 

Lời giải và đáp số 

Gọi x,y,z,t lần lưọt là số người trong nhóm học sinh, nông dân, công nhân và 
bộ đội. 

Điều kiện: x,y,z,t G z + , 0< x,y,z,t < 100 
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Ta có hệ phương trình: 


X + y + z +1 = 100 

0,5x + 6y + 4z + 7t = 488 

2x + 70y + 30z -I- 50t = 5360 


jlly + 7z + 13t -876 
[l7y + 7z + 12t = 1290 


t = 6y — 414 do 0 < t < 100 =$■ 69 <y-< 86 

876 —lly — 13t 

Từ 1 ly + 7z + 131 = 876 => z =- Y - 


Gán 69 vào ô nhớ Y bằng cách GD 00 ỊỊỊỊỊỊĩi) |Ộ0 @ 

Ghi vào màn hình: Y=Y+1:B =6Y-414: A=( 876-11 Y-13B)-Y7:X=100-Y-B-A 
Bằng cách ấn liên tiếp các phím sau 

11] GS mo ỊỊÕ) ỊặõỊ ỊẶŨD (sin Hi ỊỘẶỊD Hi B GB CDB Ga) B B B s 
©S@0®E®SEiBOS@II](i] 00000 
S@BSBS0QB0@(S9Sra®l(ệẶl[I]ữLlGLlB 
H IU B B 0 B s o 

{Biển Y tương ứng với giá trị y , Biến B tương ứng với giá trị t, Biến A tương 
ứng với giá trị z và biến X tương ứng với giá trị X }. 

Ẩn phím [ỘÃS] sau đó ấn liên tiếp phím GU để thử các giá trị của Y từ 70 đến 85 
để kiểm tra các số B, A, X là các số nguyên dương và nhỏ hơn 100 là đáp số. 

Ta được: Y = 70 ; B = 6 ; A = 4 ; X = 20. Vậy, nhóm học sinh là 20 người; 
nhóm nông dân là 70 người; nhóm công nhân là: 4 người, nhóm bộ đội là 6 người. 
Ví dụ 3. Để đo chiều cao từ mặt đất đến đỉnh cột cờ của một Kỳ đài trước Ngọ Môn 
(Đại Nội - Huế), người ta cắm hai cọc bằng nhau MA và NB cao l,5m (so với mặt 
đất) song song, cách nhau lOm và thẳng hàng so với tim cột cờ. Đặt giác kê đứng tại 

A và tại B để nhắm đến đỉnh cột cờ, người ta đo được các góc lần lượt là 51°49T2" 

và 45°39' so với đường song song mặt đất. Hãy tìm gần đúng chiêu cao đó. 

(Trích Đề thi HSG Huế 2005 Khối THCS) 


Lời giải và đáp số 

Xét AABC có: 

c = 51°49T2"- 45°39 = 6°10T2" 

_ , AB AC , _ 10.sin45°39' 

Ta có: —AC = • 

sinC sinB sin6°1012" 

Gọi H là giao điểm của AB với tim cột cờ thì 



_ . 10sin45 u 39'.sin5l u 49’12 

HC = ACsin51 49 12 =- " - 

sin6°10T2" 

Sử dụng MTCT tính giá trị này ta được HCrí 52,2994m. 
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Ví dụ 4. Người ta muốn làm một con đường đi từ địa điểm A đến địa điểm B ở hai 
bên bò' một cọn sông, các sô liệu được thể hiện trên hỉnh vẽ, con đường được làm 
thẹo đường gâp khúc AMNB. Biết rằng chi phí xây dựng một km đường bên bờ có 
điêm B nhiều gấp 1,3 lần chi phí xây dựng một km đường bên bò' có điểm A, chi 
phí làm câu MN tại địa điêm nào cũng như nhau. Hỏi phải xây cầu tại điểm M cách 
điểm H bao nhiêu km để chi phí làm đường là nhỏ'nhất? 

(Trích đề thi MTCT Thanh Hóa 2012). 

Lời giải và đáp số 

Đặtx = HM^O < X < 4,l) 

AM = Vx 2 +1,44, BN = ^( 4 , 1 -x) 2 +2,25 

Gọi a là sô tiên đê làm lkm đường bên bò' có điểm A. Khi đó chi phí để làm 
hai đoạn AM và BN là 


f(x) = a-\/x 2 +l,44 + l,3a^(4,l-x) 2 +2,25 

f’(x) = a.-T—- x - l,3a T Ú ~ x 

yx 2 +1,44 ^(4,1 -x) 2 + 2,25 

Dùng chức năng ỊshỊfĩ) (ỘẶĨẽ) (SOLVE) giải 



f'(x) = 0 4+ X « 2,630356850 = x () . 

Dùng chức năng ỊcalcI tính 

f(x 0 )« 5,621108864a; f(0) = 6,87550878a; f(4,l) = 6,22200187a 


Do đó: Min f(x) = f(x 0 ). Vậy HM « 2,63036km 

[0;4,l] 0 

Vi dụ 5. Khi sản xuât vỏ lon sữa bò hình trụ, các nhà thiết kế luôn đặt mục tiêu sao 
cho chi phí nguyên liệu làm vỏ hộp (sắt tây) là ít nhất, tức là diện tích toàn phần 
của hình trụ là nhỏ nhất. Em hãy cho biết diện tích toàn phần của lon khi ta muốn 
có thể tích của lon là 314cm 3 . 

(Trích Đề thi HSG MTCT Bạc Liêu 2010). 
Lời giải và đáp số 

Thể tích hình trụ V = TTr 2 h = 314 


s ip = 2ivr(h + r) = 2iTr 2 h I + Ị =2irr 2 hM- + -Ị- + Ị 
1 — u h) (2r 2r hj 

> 628.33/—L = 628.3.?/—^— 

V4r 2 h V 4.314 

Sử dụng MTCT ta tính được S (p nhỏ nhất PS 255,7414 (cm 2 ). 
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Ví dụ 6 . Ống thép tròn 4>21 theo tiêu chuẩn BS1 có đường 
kính trong là 15mm độ dày 2 mm, chiều dài mỗi ống là 6 m. 

Biết khối lượng riêng của thép là 7800kg/ m 3 . Hỏi 10 tấn 
thép nguyên liệu làm được bao nhiêu ổng thép theo tiêu 
chuẩn trên? 

(Trích Đề thi HSG MTCT An Giang 2012) 

Lòi giải và đáp số 

Diện tích mặt cắt của ống: S = 'kR 2 —T^r 2 với r = ọ,0075m; R = 0,0()95m 
Thể tích phần thép tạo nên 1 ống là 

V = SI = it(o, 0095 2 - 0,0075 2 ).6 « 6,408849013.10~ 4 (m 3 ) 

Khối lượng mỗi ống dài 6 m là V.7800 = 4,99890223 kg 

10 tấn thép nguyên liệu (—10 000 kg) ta được 10000:4,99890223 2000 ong. 

Ví dụ 7. Một tấm vải được quấn 357 vòng quanh một lõi gỗ hình trụ có bán kính 
đáy bằng 5,678 cm, bề dày của vải là 0,5234mm . Tính chiều dài (bằng mét) của 

tấm vải. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Quảng Trị Năm 2012). 
Lòi giải và đáp số 

Gọi r là bán kính của lõi gỗ; d là độ dày của vải; l k là chiêu dài của vải ỏ 
vòng thứ k với k = l,...,n. 

Ta có: 1, = 2 iư;l 2 = 2 -rcr(r + d); 1 3 = 2 iư(r + 2d); ...;l n = 2 -rc[r+ (n - l)d 

Tổng chiều dài của n vòng: 
s = lị + 1 2 + ... + l n = 2 ir|nr + (l +2 + ... + n-l)dỊ 

(n —lìn r / \ ,1 

= 2tt nr + — '-d = TUi[2r + (n-l)dj 

Thay n = 357, r = 0,05678; d = 0,0005234 ta được s « 336,3417(m) 

Ví dụ 8 . Công ty muốn trang trí cho nền phòng khách 
bằng đá hoa cương hình đa giác đều A 1 A 2 A 3 ...A 21 , nội 

tiếp đường tròn tâm o, bán kính bằng - (m). Đổ ghi A , 

TY 

nhớ kỷ niệm 12 năm thành lập, công ty muốn đa giác 
đều phải có số cạnh sao cho số tam giác có đỉnh là 3 
trong 2n điểm A|, A 2 , A 3 ,...,A 2 „ phải gấp 12 lần số 
hình chữ nhật có đỉnh là 4 trong 2n điểm A|, A 2 , 

A 3 ) ..,,A 2 „. Tính diện tích đa giác cần trang trí. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2012). 
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Lời giải và đáp số 

Số tam giác có đỉnh là 3 trong 2n điểm A|, A 2 , A 3 ,...,A 2n là: c\ n 
Số hình chữ nhật có đỉnh là 4 trong 2n điểm A|, A 2 , A 3 ,...,A 2ii là: c 2 

Theo đề ta có c 2 =12C 2 <=> 2n(2n = I2 n(n o n = 5 . 

zn n 2 

Vậy đa giác đều cần trang trí là thập giác đều. 

Diện tích thập giác đều là: s = 10.^-.—.sin(36°)« 10,71991755(m 2 ) 

2 7C 7t 

Ví dụ 9. Một người nông dân có một cánh đồng cỏ bán kính R = lOOm, đầy cỏ 
không có khoảng trống nào. Ông ta buộc một con bò vào một cây cọc trên mép 
cánh đồng. Hãy tính chiều dài đoạn dây buộc sao cho con bò chỉ ăn được đúng một 
nửa cánh đồng. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2007). 
Lòi giải và đáp số 

Gọi I là vị trí cọc cắm trên mép cánh đồng, r 
là độ dài dây buộc bò, M là vị trí xa nhất con bò 

có thể 
r) và 

(l,r). Theo giả thiết, diện tích phần giao này 
bằng một nửa diện tích hình tròn (ơ;R) . 

Gọi X (radian) là số đo của góc CIA, 0 < X < -^ . Ta có r = 2R cos X . 

2 

Diện tích hình quạt IAB : —— .2x = r 2 x = 4R 2 XC0S 2 X . 

2n 

R 2 1 

Diện tích hình viên phân IAm : —(7ĩ-2x)-^R 2 sin(7T-2x). 

Diện tích phần giao cùa hai đường tròn là s = 4R 2 Xcos 2 X + R 2 Ị Tt - 2x) - R 2 sin2x 
Theo đề ta có: 

s = t-7tR 2 <=>4R 2 xcos 2 x + R 2 (71-2x)-R 2 sin2x = t-nR 2 
2 2 

o 4xcos 2 X + (7t-2x)-sin2x =—7t o 2xcos2x-sin2x + ^- = 0 

Dùng chức năng |shift| ỊCALCl để giải phương trình trên với giá trị ban đầu 0,5 màn 
hình hiển thị 0,952847864 ta ấn tiếpỊÃc) (Ặộs) (=] ta được kết quả 

x« 0,9528478647. Do đó: r = 200cos(0,9528478647)« 115,8728473 m . 


có thê gặm cỏ. Như vậy vùng con bò chỉ 
ăn cỏ là phần giao giữa hai hình tròn (O; 
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Ví dụ 8. Thể tích V của lkg nước ở nhiệt độ T (T nằm giữa 0° và 30°) được 
cho bởi công thức V = 999,87 - 0,064267 + 0,00850437’ 2 -0,0000679T 3 Ịcni 3 ) 

Ở nhiệt độ nào nước có khối lượng riêng lớn nhất. 

Lời giải và đáp số 

V = 999,87 - 0,064267" + 0,00850437" 2 - 0,00006797’ 3 , T e (o°;30°) 

V'(t) = -0,06426 + 2.0,00850437’ - 3.0,00006797’ 2 


V ự ^ = ~U,U04Z0 + Z.U,UUõDU4Ji 

V „ 7»79,5318ể(o°;30°Ì 

V’(7) = 0o \ ’ ) 

T ~ 3,9665 

r» 1 _ ầ __ 


Bảng biến thiên 



Vậy ở nhiệt độ T » 3,9665í 11 cj thì nước có khối lượng riêng lớn nhất. 

II. BÀI TẬP THỰG HÀNH 

BT 1. Một máy báy đang bay với vận tốc V = 256km / h theo phương nằm ngang. 
Tính xem máy bay đang ở độ cao nào, biết rằng khi đang ở vị trí Oị thì phi công 

nhìn thấy một vật cố định A dưới mặt đất theo góc a, = 25°38'28" so với phương 
thẳng đứng và sau đó 15 giây, máy bay đến vị trí 0 2 phi công lại nhìn thấy vật cố 
định A theo góc ot 2 = 14°55'53" so với phương thẳng đứng? 

(Trích Đề Thi HSG MTCT Huế 2011) 
Lòi giải và đáp số o, 0 2 

T . ™ _ 256x15 _ 16 Ị.\ Ty \ 

1 2 3600 15' 1 i 0, \ |a\ 

0,A0 2 =ơ, -CY 2 ; O,O 2 A = 90 () +a 2 I ''Ị \ 

Trong tam giác Oj0 2 A ta có ! I \ \ 


0,0 9 O.A _ â 0,0 9 cosa 9 

_-_J_ 1 _ = __ __ L _^ 0,A = 1 2 2 

sin(a,-a 2 ) sin( 90 ° + a 2 Ị 1 sin(a, -a 2 ) 
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0,0 0 cosa,cosa 0 

Suy ra: h = Oị Acoseq = — - ~ 4 ? 99993km % 5 OOOm 

sinỊoq — a 2 j 


BT 2. Một nhân viên gác ở trạm hải đăng 
trên biển (điểm A), cách bờ biển là 16,28 
km, muốn vào đất liền để đến ngôi nhà bên 
bò’ biển (điểm B) bằng phương tiện ca nô 
vận tốc 8km/h cập bò' sau đó đi tiếp bằng xe 
đạp với vận tốc 12km/h. Hỏi ca nô phải cập 
bờ tại điểm M nào để thòi gian dành cho lộ 
trình di chuyển bé nhất? (Giả thiết rằng thời 
tiết tốt, độ dạt ca nô khi di chuyển không 
đáng kể). 



(Đề Thi HSG MTCT Huế 2005) 
Lòi giải và đáp số 


Thời gian lộ trình: 


f M - 16 ' 26 8 2 +XĨ + ^p.(0<x <25.86) 

r(x) = 3x-2s/l6.26*+xỊ = 0 ^ x= 2xlậ26 5,3 14.54338613 
24a/16,26 2 +x 2 V5 


Do đó: t min Rí 3,669936055(s). 

BT 3. Tìm chiều dài bé nhất của cái thang để 
nó có thể tựa vào tường và mặt đất, ngang 
qua cột đỡ cao 4m, song song và cách tường 
0,5m kể từ tim cột đỡ. (Hình vẽ). 

(Trích Đề HSG MTCT Tuyên Quang 2011). 

Lòi giải và đáp số 
Cho AB = 1 là chiều dài của thang, 

HC = 4m là cột đỡ, c giao của cột đõ' 
và thang, X là góc giữa thang và mặt 
đất. Ta có: 

AD - AC +■ CB — —-- 1 - 

sinx cosx 

f(x) = AB = -C + ~- —,xe(0;90°) 

sinx 2cosx 7 

ri/ _ x _ -8cos 3 x + sin 3 x 
f {x) = ; 

2sin .YCOS X 
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f'(x) = 0 <=> tan X = 2 <=> x 0 = tan”'(2) « 63°26'6" 

ABmin = Min f(x) = f(x 0 ) « 5,5902 (m). 

BT4. Khi sản xuất vỏ hộp sữa bột hình trụ, người ta luôn đặt mục tiêu sao cho chi 
phí nguyên liệu làm vỏ là ít nhất, tức là diện tích toàn phần của hình trụ là nhỏ 
nhất. Hãy tính gần đúng diện tích toàn phần cùa một vỏ hộp sữa bột được làm theo 
nguyên tắc như trên khi ta muốn thể tích của hộp là 889cm 3 . 

Hướng dẫn giải 

Gợi r và h là bán kính và chiều cao hộp sữa. 

Ta có: V = 7tr 2 h ; S T p = 2ĩtr 2 + 27trh 
Suy ra: Stp = 27tr 2 + 2V / r. 

Khảo sát hàm số ta tìm được r để sTP nhỏ nhất: r = Ầ/v / 271 
Đáp số: Stp «511,8182 cm 2 

BT 5. Giả sử một phi hành gia đang lơ lửng trên đường nối liền giữa A là tâm cùa 
trái đất (bán kính a) và B là tâm của mặt trăng (bán kính b). Cho 1 = AB . Xác định 
tọa độ của phi hành gia (trên trục có gôc A và đi qua B, hướng AB) sao cho tông 
diện tích của phần trái đất và mặt trăng ông ta có thể quan sát được lớn nhất. Biết 
rằng diện tích của chỏm cầu nhìn được là 2iưh với r là bán kính hành tinh quan 
sát và h là chiều cao của chỏm cầu. Cho bán kính trái đất là a « 6400km và bán 
kính mặt trăng là b Rí 1740km , khoảng cách từ mặt trăng đến mặt đất là khoảng 
384000km (tức khoảng cách ngắn nhất từ một điểm trên mặt đất đến một điếm 
trên bề mặt của mặt trăng, hai điểm này ỏ' trên đường thẳng AB). 

Ghi chú: Khi cắt một hình cầu bỏ! một mặt phẳng, ta được hai chỏm cầu ở hai 
phía mặt cất. Chiều cao của chỏm cầu bằng khoảng cách giữa mặt phẳng cắt và mặt 
tiếp diện của chỏm cầu song song với mặt cắt. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Phú Yên 2010) 
Hướng dẫn giải 

Gọi AM = X là tọa độ của phi hành gia tại điểm M trên trục AB 


T , AH_ AC AU _a 2 . a 2 

Ta có —r = —— =» AH = — =>h = a- — 

AC AM X X 

Diện tích cùa khối chỏm cầu mà phi hành gia thấy được cùa trái đất là: 


s, 


= 27rah = 2ita a — 



Diện tích của khối chỏm cầu mà phi hành gia thấy được của mặt trăng là: 

í h 2 ì 
s, = 2iíb b — — 

2 1 — X 

Diện tích khối chỏm cầu của phần trái đất và mặt trăng mà phi hành gia có thế 


quan sát được là s = Sj + S 2 
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2 .2 

s = 2ira a —-— + 2"rcb b —-- ,()<X<1 

X 1- X 

V / 

/ \ 2ira 3 2'Ttb 3 
s X =-—-——— 

* 2 , 

S'ỊxỊ = 0^ Ịa 3 — b 3 jx 2 - 21a 3 x + a 3 l 2 = 0 (*) 


Thay các giá trị a,b,l = 384000 + 6400 + 1740 = 392140(km) 

Giải phương trình (*) ta được: 

X, «456911,8555 (loại vì X,>1), x 2 =343452,1938 <1 

Đáp số: 343452,1938 (km), MaxS = s(x 2 ) = 27090684,5 km 2 

Bài 6. Một thùng giấy hình hộp chữ nhật có nắp để đựng vừa đủ 48 hộp sữa có 
dạng hình trụ, các hộp sữa được xếp thành hai lớp, mỗi lớp 24 lon, các hộp sữa 
được xêp khít nhau và xen kẽ như hình vẽ. Biêt hộp sữa có đường kính đáy bằng 
chiêu cao và băng lOcm, nắp cùa thùng giấy n bàng một nửa chiều rộng thùng. 
Tính gần đúng : 

1. Chiều dài, chiều rộng và chiều cao của cái thùng 

2. Số mét vuông của cái thùng. 

(Đề thi HSG MTCT An Giang 2012 Khối THCS) 



Hướng dẫn giải 
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Chiều dài thùng: 60cm + 5cm = 65cm 

Chiều cao cùa tam giác đều 1 Ocm là 10 X = 5yỈồ cm 

2 


Chiều rộng của cái thùng: ^3 X 5^3 + loỊcm 

Chiều cao thùng: 20cm 

Giấy làm thùng một hình chữ nhật có chiều dài là Ịổ 5 +1 5\íĩ + loj X 2cm 

Chiều rộng giấy là: cao + rộng 20 + Ị 15 V 3 + 10J = 30 + 15\Ỉ3 

Vậy diện tích bề mặt giấy: Ị 75 +15^3 jx2 x^30 +15^3 j ~ 11305,96004. 

BT 7, Hai thành phố A và B nằm ờ hai phía khác 
nhau của một con sông thẳng, lòng sông rộng 
800m, thành phố A ở bên phía phải cách bò' 6km 
và cách thành phố B theo đường chim bay 16km; 
thành phố B cách bò’ trái 1500m. Ngưò'i ta muốn 
xây một cây cầu CD vuông góc với bờ sông sao 
cho quãng đường bộ từ A đến B (độ dài đường gấp 
khúc ACDB) là ngắn nhất. Tính độ dài quãng 
đường đó. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Quãng Ninh 2012) 
Hu’ó'ng dẫn giải 

Gọi A' là ảnh của A qua phép tính tiến CD. 

Khi đó đầu cầu D = A'B giao bờ phía B. 

Thật vậy, mọi vị trí đặt cây cầu D’C’, ta có 

AC'+C , D , + D’B = A'D'+CD + D’B 

>Ã'B+ CD = A'D + DB + CD 

= AC + CD + DB = const 

Dấu “=” xảy ra <í+ D' = D . 

Vậy để quãng đường bộ từ A đến B là 
ngắn nhất thì đầu cầu D xác định như trên. 

Ta có: HB = n/aB 2 — HA 2 ; A'B = \Za'H 2 + HB 2 

Quãng đường cần tìm là: s = A'B + CD = 16,4km 
BT 8. Công ty Hoa Hồng thông báo quy định về trả tiền cho một trò chơi trên máy 
tính như sau 

A. Bạn phải trả 21 000 đồng với bất kỳ lượng thòi gian nào mà bạn chơi trò 
chơi. 
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B. Bạn phải trả 5 000 đồng khi đồng ý chơi trò chơi và bạn phải trả thêm 1 500 
đồng cho mỗi phút choi trò chơi, 
c. Bạn phải trả 3 000 đồng cho mỗi phút chơi trò chơi 

D. Bạn phải trả 15 000 khi đồng ý chơi trò choi và bạn phải trả thêm 250 đồng 
cho mỗi phút chơi trò chơi. 

Hãy cho biết bạn sẽ choi trò chơi trên máy tính của công ty đó theo hình thức 
nào? (Hãy ghi chữ A hay B hay c hay D vào cột hình thức chọn tương ứng với 
khoảng thời gian chơi của bạn) để phải trả ít tiền nhất nếu 


Thòi gian choi 

Hình thức chọn 

1) bạn chơi vói thời gian choi không quá 3 phút 


2) Bạn chơi với thời gian từ 3 phút 30 giây đến 5 phút 


3) Bạn chơi vơi thời gian từ 6 đến 8phút 


4) Bạn chơi với thời gian từ 8 phút 30 giây đến 23 phút 


5) Bạn chơi với thời gian từ 24 phút đến 60 phút 



Hưóìig dẫn giải 


Gọi số tiền phải trả là y (tính theo 1 000) và thời gian chơi được là X (phút) thì 
mỗi hình thức thuê máy nói trên thì bạn phải trả tiền tương ứng như sau: 

A. y = 21 B. y = 5 + l,5x c. y = 3x D. y = 15 + 0,25x 

Vẽ đồ thị các hàm số bậc nhất trên cùng một hệ trục tọa độ 

Sư dụng MTCT đê tìm tọa độ giao điểm của các cặp đường thẳng biếu diễn số tiền 
phải trả 



a —8m và b — 6/77 vuông góc với nhau. Tìm chiều dài của một khúc cây thẳng 
AB co the đi qua khúc cua. 

Nêu thay vì chiêu dài khúc cây, bây giò’ một chiếc xe có bề ngang 11 = Am. 
1 ính chiều dài tối đa của xe để xe đó có thể vưọt qua khúc cua. 
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Lòi giăi và đáp số 

Gọi oc là góc hợp bởi đoạn AB với AC. Ta có: 

a b f ^ 

p(a) = AB = - 7 -— + ——— 0<a<-^ 
sina cosa V 2) 

./ N bsina acosa bsin 3 a-acos 3 a 

p'(a) = —-ị -r~ĩ— =— 2 2 1 

v ’ cos a sin a cos asin a 

p' = 0 o bsin 3 a -acos 3 a = 0 


sin 3 a a 4 

—-— = -j- = — o tan a 

cos 3 a b 3 





Suy ra chiều dài khúc cây thăng AB dài nhât 
có thể đi qua khúc cua là: 

Pmax=^- + -ér * 19 ’ 73133 (m) 

sina 0 cosa 0 



Trường hợp chiếc xe hình chữ nhật có bề ngang u = 4 m cũng giống như trường 
hợp khúc cây thẳng AB và chiều dài của xe tối đa là băng đoạn A’B’: 


p, = A'B' = AC-—' -utan<x 0 »11,69451 (m) 

tan a 0 

BT 10. Có một cái cốc úp ngược như hình 
vẽ. Chiều cao của cốc là 20cm, bán kính đáy 
cốc là 3cm, bán kính miệng cốc là 4cm. Một 
con kiến đang đứng ở điểm A của miệng cốc 
dự định sẽ bò hai vòng quanh thân côc đê 
lên đến đáy cốc ỏ' điểm B. Tính quãng 
đường ngắn nhất để con kiến có thê thực 
hiện được dự định của mình. 

Lòi giải và đáp số 

Đặt b, a, h lần lượt là bán kính đáy cốc, miệng cốc và chiều cao của cốc, a là 
góc kí hiệu như trên hình vẽ. Ta “trải” hai lân mặt xung quanh coc len mạt phang 
sẽ được một hình quạt của một khuyên với cung nhỏ BB" = 4/ĩb và cung lớn 
AA"=Ana. 
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Độ dài ngắn nhất của đường đi của con kiến là độ dài đoạn thẳng BA”. 
Áp dụng định lí hàm số cosin ta được: 

1 = a/bO 2 +OA" 2 -2BO.OA".cos2a (1). 1» 47,2714cm 
B"A" = AB = ^/(a - b) 2 + h 2 . 

a 47ta 1(BB") OA _ OB + AB | | AB AB.q 
b "" 47tb ~~ KAÃ 7 ’) ~ OB ~ OB ~~ 2nb ~ 2nb 

a 


2X«-b) . 

AB ự(a-b) 2 + h 2 


^Ẽ = Ị-l = £fb => 0 B= b > /(a-b) z _ ± j^ 

OB b b a-b 


OA" = OB + BA: 


bựía-b) 2 + h 2 /—— 2 2 

- , . - + v(a-b) +h (c). 


a - b 


Thay (a), (b), (c) vào (1) ta tìm được /. 

Ghi chú. Để tồn tại lời giải trên thì đoạn BA ” phái không căt cung BB" tại điêm 
nào khác B, tức là BA” nằm dưới tiếp tuyến của BB " lại B. Điều này tương 


-x.b. 


đương với 2 a < cos '(•—). Tuy nhiên, trong lời giải cùa thí sinh không yêu cầu 

a 

phải trình bày điều kiện này (và đề bài cũng đã cho thỏa mãn yêu cầu đó). 

BT 12. Lưu lượng xe ôtô vào đường hầm được cho bởi công thức 

290,4 V 


/(-)■ 


0,36v 2 + 13,2t’ + 264 


(xe/giây) 
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Trong đó V (ktn/h) là vận tốc trung bình của các xe khi vào đường hầm. Tính 
vận tốc trung bình của các xe khi vào đường hầm sao cho lưu lượng xe là lớn nhất 
và tính giá trị lớn nhất đó. 

Lời giải và đáp số 

/ \ 290,4v 

•/(')= 


0,36i' + 13,2v + 264 


Ta có 


f'(y) = 290,4. 


-0,36v 2 +264 


/'(”)= 0 


<=> v = - 


Ịo,36v 2 +13,2v + 264) 

7264 


V > 0 


0,6 


/ đạt giá trị lớn nhất khi V: 


7264 

0,6 


:21,0S(km/h) 


f 


7264 

0,6 


í/(27,08) «8,9 


BT 13. Một ngọn hải đăng đặt tại vị trí A cách bờ biển một khoảng AB = 5km. 
Trên bờ biển có một cái kho ở vị trí c cách B một khoảng là 7km. Ngưòi canh hải 
đăng có thể chèo đò từ A đến M trên bờ biển với vận tốc 4km/h rồi đi bộ đến c với 
vận tốc 6km/h. Xác định vị trí điểm M để người đến kho nhanh nhất. 

Lòi giải và đáp số 

Đặt X = BM, 0 < X < 7. Khi đó 4 

AM = 7x 2 +25, MC = 7 - X . 

Thời gian người canh hải đắng đi từ A đến c là 


T(x) = 


7x 2 + 25 7-x 


4 6 

Hàm số T đạt giá trị nhỏ nhất tại 

X = 275 « 4,472(km). 


5km 

\ 


?\ ® 


B 


M 


7km 
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1. Modulo 


a) Định nghĩa: Hai số a và b được gọi là bằng nhau theo modulo n nếu a và b có 
cùng số dư khi chia cho n. Hay nói cách khác là (a - b) chia hết cho n. Chúng ta sẽ 

viết: a = b(modn) . 

Ví dụ: 5 = 9(mod2);-l = 3(mod2);-2 = -8(mod2j. Rõ ràng thử modulo 2 

thì một số a bất kỳ sẽ hoặc là a = 0(mod2) khi nó chẵn, hoặc là a 3 l(mod2j khi 
nó lẻ. 

Một vài ví dụ khác: 

0 = 3.= 6 = 9 = -3 = -6^mod3) 
ls4s7s-2s-5(mod3) 

0 = 4 = 8 — —4 (mod 4 ) 

1 = 5 = —3 = —7 (mod 4 ) 

b) Các tính chất: 

0 Nếu a^b(modn) và X = y.(modn)thì a±x = b±y(modn) 

Đặc biệt: Nêu a = b(modn^ thì a ±z = b ±z(mod 
0 Nếu a^b(modn) và X = y(modn)thì axx = bxy(modn) 

Đặc biệt: a^b(modn) thì axz3bxz(modn) 

■ Nếu a = b(modn) thì a k = b k (modn) 

2. Số nguyên tố 

H Mọi sô tự nhiên lớn hơn 1 đều có thể phân tích thành thừa số nguyên tố 
" Sô tự nhiên nêu là hợp sô thỉ ước nguyên tố nhỏ nhất của n không vượt quá 

Vn . Do đó số tự nhiên n không có ước dương từ 2 đến Vn thì n chính là 

số nguyên tố. 

■ Giả sử sô tự nhiên n phân tích thành thừa số nguyên tố như sau: 

n = Pi 1 -P 2 2 .p 3 3 ....p“ k (otj,ie N*,Pj là các số nguyên tố) được gọi là dạng 
phân tích tiêu chuẩn, và mang tính duy nhất. 

3. Định lý nhỏ Fermat 

0 Định lý: Cho p là số nguyên tố, a là số nguyên => a p - a = 0(mod p) 

■ Hệ quả: Nếu p là số nguyên tố và a là số nguyên sao cho (a,p) = l thì 
a p_! = l(modp) 
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Khi đó, số các ước nguyên dương của n được tính theo công thức: 
(a, +l)(a 2 + l)...(ot k +l); và tổng các ước dương cùa n được tính theo 


công thức: 


P r Ỵ vT' 


ư 1 r I * K 

Pi" 1 P2- 1 '"Pk - 1 


4. Kiến thức máy tính 

a) Tìm thương và dư của một phép chia các số tự nhiên 

Trong trường hợp số tự nhiên a không chia hêt cho sô tự nhiên b, đê tỉm thuong 
và số dư ta ấn như sau: 

■ Bước 1: Nhập số a 

■ Bước 2: Ẩn O ® (+R) 

E Bước 3: Nhập số chia b và ấn phím Ẽ) 

Ví dụ: Tìm thương và số dư khi chia 366789 cho 4 

Hướng dẫn thực hành 
Ghi vào màn hình: 366789 R4 bàng cách: 
l~3~ỉ Ĩ6~Ị |~6~1 [ 7 } 013 GD Ịalpha] (5] GŨ 
Ấn í=Ịta được kết quả: Thương 91697 và dư R = 1 

- 0 Mith Ã 

366789-R4 

91897,R=1 

b) Tìm ưóc chung lớn nhất (GCD) của hai số 

Để tìm UCLN của hai số a và b ta ghi vào màn hình GCD(a,b), sau đó ân 

phím (=] 

Ví dụ: Tìm ước chung lớn nhất của 180 và 24. 

Hướng dẫn thực hành 

Ghi vàọ màn hình: GCD^l80,24) băng cách: 

(IphãI [>fl m [8] GD [ãfD Q] [ 2 ] [TỊ ỊTỊ 

Án (=] ta được kết quả là 12. 

I-- 0 Mith Á I 


GCD(180,24) 


Lưu ý: UCLN của ba số được xác định như sau: 

GCD(a,b,c) = GCD(GCD(a,b),c) 
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c) Tìm bộ số chung nhỏ nhất (LCM) của hai số 

Đe tìm BCNN của hai số a và b ta ghi vào màn hình LCM(a,b), sau đó ấn 
phím f=l 

LCM(a,b,c) = LCM(LCM(a,b),c) 

Ví dụ: Tìm bội chung nhỏ nhất của 195 và 1890 

Hướng dẫn thực hành 

Ghi vào màn hỉnh LCM(l95,1890) bằng cách: 

m 10 É cu (E m CĐ m m m GD m (D 

Ấn (MI ta được kết quả: 24570 

g Mãth A 

LCMC195,1890) 

7 24570 

d) Phân tích một số thành thừa số nguyên tố 

Số nguyên tố là số tự nhiên chỉ chia hết cho 1 và chính nó. Ngoài ra nó không 
chia hêt cho bất cứ số nào khác, số 0 và 1 không được coi là số nguyên tố. 

Để phân tích một số a theo thừa số nguyên tố ta làm như sau: 

a (U @ 0 (FACT) 

Ví dụ: Phân tích số 29601 ra thừa số nguyên tố 

Hướng dẫn thực hành 

Ấn: G0 GO [1] QT) [T) (=] (sỊỊfỊ) 0 

Ta được kết quả: 29601 = 3 2 xllxl3x23 

0 Math A 

29601 

I_ 3 2 xỊ 1x13x23 

I. CÁC ví DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụl. Tìm 5 chữ số tận cùng của 5 2013 . 

(Trích đề thi HSG MTCT Sóc Trăng THPT, 28/12/2008) 
Lòi giải và đáp số 

Tính bằng máy: 5 10 = 9765625 => 5 10 = 65625(mod ìooooo) 

5 20 = 65625 2 =40625(modl00000) 

5 40 = 40625 2 s 90625 (mod 100000 ) 

5 80 = 90625 2 s 90625 (modiooooo) 

=>5 40 = 5 80 s... = 5 40k (mod 100000) 

=> 5 2000 = 5 40 = 90625 (mod ìooooo) 
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5 13 5=03125 (modlOOOOO) 

5 201 3 = 5 2000 x 5 1 3 s 90625 X 031 25 s 03125 ( mod 1 ooooo) 

Vậy 5 chữ số tận cùng của 5 2013 là 03125. 

Ví dụ 2. Tìm số lớn nhất và số nhỏ nhất trong các sổ tự nhiên có dạng Ix2y3z4 
chia hết cho 7. 

Lời giãi và đáp số 

Nhận xét: 

Cho một số A bất kì, giả sử A = a(mod 7) thì: 

A + 10 = a + 3(mod7), A + 20 3 a + 6'(.mod 7), 

A + 30 = a + 2(mod7), A+40 = a + S(mod7), ■ 

A + 50 = a + l(mod7), A + 60 = a + 4(mod7) 

Vì khi chia các số A, A I 10, A + 20, A + 30, A.+ 40, A + 50, A + 60ta được 7 

số dư với các giá trị khác nhau do đó có một số chia hết cho 7 (*). 

Áp dụng (*) cho các số 1929394, 1919384, 1919374, 1919364, 1919354, 
1919344, 1919334 ta có một số chia hết cho 7 và đó là số lớn nhất chia hết cho 

7 có dạng Ix2y3z4 

Dùng máy ta tính được: 

1929394-7=275627,7143; 1929384-7=275626,2857 

1929374-7=275624,8571; 1929364-7=275623,4286 

1929354-7=275622 

Vậy sổ lớn nhất dạng Ix2y3z4 chia hết cho 7 là 1929354. 

Áp dụng (*) cho các số 1020304,1020314,1020324,1020334,1020 354,1020 364 
ta có một số chia hết cho 7 và đó là số nhỏ nhất chia hết cho 7 có dạng Ix2y3z4 
Dùng máy ta tính được: 

10203 04-7= 145 75 7,7143; 1020314-7= 145 759,1429 

1020324-7=145760,5714; 1020334-7=145762 

Vậy số nhỏ nhất dạng Ix2y3z4 chia hết cho 7 là 1020334. 

Đáp số:1929354; 1020334 

Lưu ý: Có thể dò tìm số lớn nhất bằng cách cho X = 9,y = 9 và z giảm dần từ 9 
đến 0, dò số nhỏ nhất bằng cách cho X = 0,y = 0 và z tăng dần từ 0 đến 9 mà không 
phải lý luận gì thêm. 

Ví dụ 3. Tìm các ước nguyền tố nhỏ nhất và lớn nhất của số 215 2 +314“ 

Lòi giải và đáp số 

Tính 215 2 +314 2 nhớ vào B. 
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Ghi vào màn hình 215 2 + 314 2 ấn [shÌftỊ ỊrÕỊ 0 

Thử B-í-2, B-ỉ-3 đều được kết quả không phải là số nguyên => B không chia hết 
cho 2 và 3. Ta biêt các số nguyên tố khác 2 và 3 đều có dạng 6n ± 1 (điều ngược 
lại chưa hẳn đúng) 

Nhổ' 0 -> A bằng cách: 00(119 @ o 

Ghi vào màn hình: A - A +1: B -ỉ- (óA +1): B 4-' (6A -1) 

An [CALCỊ, lặp lại phím (3 cho đến khi B -H^6A + l) hoặc B-í-ỊốA — l) có giá trị 

nguyên thi dừng. Ta được giá trị nguyên đầu tiên là 1493. 

Ta có: B-1493-97-0 B = 1493x97 
Thử lại thấy 1493 và 97 đều là số nguyên tố. 

Vậy, ước nguyên tố nhỏ nhất là 97, ước nguyên tố lón nhất là 1493. 

Ví dụ 4. Tìm 11 sổ tự nhiên liên tiếp có tổng các bình phương của chúng là một số 
chính phương nhỏ hơn 10000. 

Lòi giải và đáp số 

n / \? ,9 n + 10 

Đặts ^ n 2 + (n +1) t... + (n + lo) = ỵ i 2 

i=n 

Ta cỏ: 1 in 2 < s < 10000 => n < VlOOOOTĩĩ = 30,15113446 
Do n là số tự nhiên nên n < 30 
Thực hiện quy trình sau: 

Nhớ30 -> A bằng cách: [3] [0] |SHIFT| ỊrõỊ o 



A+IO 2 

(x) nhận 

X=A 


Aj^0 

giá trị nguyên thi nhận A. Khi A = A -1 = 18 ta được 2] ( x ) = 77 

V X=A 


0 

Màth ADisp 

|A+1Ũ, 

s (X 2 ) 

77 


Vậy 11 chữ số cần tìm là: 18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28 


An [calcỊ và lặp lại phím (3 cho đến khi A=0. Mỗi lần lặp nếu 

V 
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Ví dụ 5. Tìm số tự nhiên n biết tổng các chữ số của n là n 2 - 1999n + 28 

Lòi giải và đáp số 

Ta có tổng các chữ số của n luôn lớn hơn 0 nên n 2 — 1999n + 28 > 0 (*) 

Vào chức năng giải bất phương trình bậc hai một ẩn: ỊMODEỊ (▼) (TỊ (TỊ CxD 
Nhập các hệ số: SE) am®® (9) (=)[!] SE] 

Ấn (=] ta được: n <0,014007102 hoặc n > 1998,985993 (1) 

Mặt khác: tổng các chữ số của n luôn nhỏ hơn hoặc bằng n nên 

n 2 - 1999n + 28 < n <=> n 2 - 2000n + 28 < 0 (**) 

Tương tự, dùng máy tính giải (**), ta được: 0,014000099 < n < 1999,986 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra n = 1999 
Vậy n= 1999. 

Ví dụ 6. Số 19 y9 có bao nhiêu chữ số ? 

Lòi giải và đáp số 

sổ chữ số của 19 y là logl9 9 +1= 9 y logl9 +1 

Dùng máy thực hiện phép tính 9 y logl9 ta được kết quả là 495415345,4 

=>ỊVlogl9j = 495415345 => => 9 y logl9 +1 = 495415346 

Vậy Số 19 y9 có 495415346 chữ số 

Ví dụ 7. Tìm chữ số thập phân thứ 2008 sau dấu phẩy của khi biểu diễn kết 

quả phép chia 10=97 dưới dạng số thập phân. 

Lòi giải và đáp số 

Số thập phân thứ 2008 cũng chính là số thập phân đầu tiên của phép chia 
A = ÌO 2008 cho 97 

Trước tiên ta tìm số dư của phép chia A = ÌO 2008 cho 97 

Ta có: A = ÌO 2008 = ÌOO 1004 = (97 + 3) 1004 

Suy ra dư của ÌO 2008 + 97 cũng là dư của 3 1004 + 97 
Dùng máy tính kiểm tra ta được: 97 là số nguyên tố. 

Áp dụng định lý Fermat, ta được: 3 96 s l(mod97) 

Thực hiện phép chia ta được: 1004+96 dư 44 

Suy ra dư của 3 44 +97 cũng là dư của 3 1004 +97 hay dư của 3 44 +97 cũng là 
dư của ÌO 2010 +97 
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Dùng máy tính ta được: 

3 20 -s- 97 dư 91 
91 2 x3 4 H-97 dư 6 

Suy ra ĩ 44 + 91 dư 6=> ÌO 2010 +91 
Thực hiện phép chia 6=97=0,06185567 

Suy ra chữ số số thập phân đầu tiên của phép chia A = ÌO 2008 cho 97 là số 0 
Vậy chữ số thập phân thứ 2008 sau dấu phẩy của ^Ệj khi biểu diễn kết quả phép 
chia 10=97 dưới dạng số thập phân là số 0. 

Ví dụ 8. Tìm số tự nhiên n đểa n = ^26122008 + 6n (n G N;1000 < n < 10000000) 
cũng là một số tự nhiên. 

Lòi giải và đáp số 
Ta có: 1 000 < n < 10 000 000 

nên 71,49514892<a n = ^26122008 + 6n <96,3337656 
Vì a n là số tự nhiên nên 71 < a n <92 


„ a 4 -26122008 

Mặt kháca n = y26122008 + 6n nênn= —- -7 - 

n 6 

Quy trình bấm phím như sau: 

Đưa 71—» A bằng cách: [ 7 ] Q] ÍSHiFr| ỊrclỊ [ÕÕỊ 

a a . ,. A 4 -261222008 

Ghi vào màn hình: A = A +1:--- 

6 

Ẩn ỊcalcI sau đó lặp lại phím (=) cho đến khi A = 96 thì dừng lại. Chú ý sau mỗi 
lần bấm "=" thì dừng lại xem phép chia có là số nguyên hay không. Nếu nguyên thì 
nhận giá trị của n ứng với giá trị đó. 

Kết quả: 125308; 1815508; 3944188; 6581332 
Vậy các giá trị n cần tìm là 125308; 1815508; 3944188; 6581332 
Ví dụ 9. Tìm số tự nhiên A lớn nhất để các số 2915, 2411, 9467 chia cho A ta 
được cùng 1 số dư. Tìm số A. 

Lòi giải và đáp số 

Ta có 2915, 2411,9467 chia cho A ta được cùng 1 số dư nên 
2915 = Aqj +ĩp 2415 = Aq 2 + r,; 9467 = Aq 3 +Iị 

Ta thấy: 6552 = 9467 - 2915 chia hết cho A; 504 = 2915 - 2411 chia hết cho A 

=> A là ước chung của 504 và 6552 

Dùng máy tính ta tìm được UCLN(504,6552) = 504 

Do đó: A = 504. 
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Ví dụ 14. Tìm sổ dư khi chia 2 1 + 2 2 + 2 3 +.... + 2 2007 cho 2007 

Lời giải và đáp số 


Ta có: 

A = 2 1 +2 2 +2 3 +... + 2 2007 = 2 X (l + 2 + 2 2 +... + 2 2006 ) = 2.^-^ = 2 2008 -2 

Dùng máy tính phân tích thành nhân tử, ta được: 

2007 = 3 2 x223 ( 223 là số nguyên tố) 

Áp dụng định lí Fermat nhỏ, ta có: 2 222 = 1 (mod 223) 

Mặc khác 2 6 = 1 (mod 9 ) và 222 : 6 nên 2 222 =ị l(mod 2007 ) 

Ta có: 2008 = 9 x222 + 10 
nên 2 2008 h 210(mod 2007 ) 

Suy ra 2 2008 -2 = 2 10 - 2(mod 2007 ) = 1022(mod 2007) 

Vậy số dư khi chia 2 ' +2 2 + 2 3 + ....+ 2 2007 cho 2007 là 1022. 

Ví dụ 15. Ta chia tập hợp số tự nhiên thảnh các nhóm sau: 

( 1 ); ( 2 , 3 ); ( 4 , 5 , 6 ); ( 7 , 8 , 9 , 10 )... trong đó nhỏm thứ n gồm n số hạng. 

Hãy tính tổng s, 009 các số trong nhốm thứ 2009. 

Lòi giải và đáp số 

Ghi nhóm dưới dạng tam giác ta được: 

1 

2 3 ( số cuối cùng cùa hàng 2 là 3 = 1 + 2) 

4 5 6 ( số cuối cùng của hàng 3 là 6 = 1 + 2 +3) 

7 8 9 10 ( số cuối cùng của hàng 4 là 10 = 1+2+ 3+ 4) 

suy ra số cuối cùng của hàng 2008 là 

,: 2 + 3 + ...,2008 = g%gìi > 

' 2 

số hạng đầu tĩên của nhóm 2009 là 1 + 2 0Q8-(’^Q8 + — = 2017037 

Suy ra nhóm thứ 2009 gồm 2017037, 2017038,...., 2017037 + 2008 
Do đó: 

S 2009 = 2009 X 2017037 +(1 +2 + ■■■+2008) =2009x2017037 +.' 2 ()() 8 4 2008 ; l} 
Dùng máy tính ta tính được: S 7 () 0 ý = 4054244369 
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Vậy tổng s, 009 các số trong nhóm thứ 2009 là S 9()09 - 4054244369. 

Ví dụ 16. Tìm số có 5 chữ số abcde thỏa v/abcde = ab 

Lòi giải và đáp số 

Đặt X = ab; y = cde (lO < X < 99;0 < y < 999 ) 

=> abcde = 1OOOx + y 
Suy ra 

ỉịĩõõõx + y = X o lOOOx + y = X 3 
=>1000x < X 3 < ỊOOOx + 9999 
=> 1 OOOx < X 3 < i OOOx + 9999 < 1 ÌOOx 
=> 1000 <x 2 <1100 
=> 31,6227766 < x< 33,1662479 

Do đó: X = 32 hoặc X = 33 
Với X = 32 thì y = 768 
Với X = 33 thì y = 2937 (loại) 

Vậy Số cần tìm là 32768. 

Ví dụ 17. Cho hai số tự nhiên a và b thỏa ab = 455 12 tìm số dư trong phép chia 
a + b cho 4. 

Lời giải và đáp số 

Dùng máy phân tích thành nhân tử, ta được: 455=5x7* 13 
Ta co: 5 = 4 + 1; 7 = 2x4-l; 13 = 3x4 + 1 

Vì a, b là hai số tự nhiên thỏa ab = 455 12 nền 

a = (4 + l) m ( 2 X4-l) n ( 3 X4 + l) p ; b = (4 + l) x (2x4-l) y ( 3 x4 + l) z 
với m + X = n + y = p + z = 12 

Ta có: a chia 4 dư (-l) n , b chia 4 dư (-l) y 

Suy ra a + b chia 4 dư (-l)" + (~l) y 

Vì n + y = 12 nên n và y cùng tính chẵn lẻ. 

Với m lẻ thì dư của phép chia a + b cho 4 là (-l) + (-l) = -2 tức là dư 2 

Với m chẵn thì dư cùa phép chia a + b cho 4 là 1 + 1 = 2 
Vậy a + b chia 4 dư 2. 

Ví dụ 18. Tìm sô nhỏ nhất sao cho lập phương số đó là một số có bốn chữ số tận 
cung đều là bốn chữ số 3. 

Lời giải và đáp số 

Quy trình bấm phím như sau: 
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Ghi vào màn hình: A 3 . Dùng ICALCl để thử ta thấy chỉ có 7 thỏa mãn A 3 tận 
cùng là 3. 

Ghi vào màn hình: (lOA + 7 ) 3 . Dùng ICALCỈ để thử ta thấy chỉ có 7 thỏa mãn 
(lOA + 7) 3 tận cùng là 33. 

Ghi vào màn hình: (lOOA + 7 ) 3 . Dùng lCALCl để thử ta thấy chỉ có 4 thỏa mãn 
(lOOA + 7) 3 tận cùng là 333. 

Ghi vào màn hình: (lOOOA + 7) 3 . Dùng ỊCALCl để thử ta thấy chỉ có 6 thỏa mãn 

(lOOOA + 7ý 5 tận cùng là 3333 
Vậy số cần tìm là 6477. 

Ví dụ 19. Tìm 5 chữ số đầu tiên (từ bên trái) của số 2 OO 8 2008 . 

Phân tích 

• Các chữ số đầu tiên (trừ các số 0 ban đầu) của số a và số axio 10 là như 
nhau (n là số tự nhiên) 

Ví dụ: a = 0,00003456 và axio 10 =0,00003456xio 10 =345600đều có các 
chữ số đầu tiên (trừ các số 0 ban đầu) là 3456 

® Với luồng suy nghĩ đó, ta có thể phân tích 20 08 2008 thành 
20 08 2008 = a XÌO 10 ỊlO n < 20 08 2008 j thì các chữ số đầu tiên của a cũng là các chữ 

số đầu tiên của 2008 2008 . 

Lòi giải và đáp sô 

Để tìm n ta cần tìm X sao cho 2008 2008 = 10 x ,(n = [x 
Suy ra X = 2008log2008 = 6631,949527 . Do đó: n=6631 

Tiếp theo ta tìm a«10^ =10* 

Quy trình bấm phím: 

Ghi vào màn hình: 2008log2008 . 

Ấn £D ta được: 6631,949527 (giá trị của x} 

Ghi vào màn hình: Ans-6631. Ấn (MI ta được: 0,9495927 {giá trị của {x}} 

Ghi vào màn hình: 10 Ans . Ấn 010 ta được: 8,902799854 
Vậy, 5 chữ số đầu tiên (từ bên trái) của số 2008 2<)(18 là 89027. 
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Ví dụ 20. Tính tổng s = 3 + 33 + 333 + 3333 +... + 333...333. 


100 chữ số 3 


Lời giải và đáp số 


Ta có 


s = 3 + 33 + 333 + 3333 +... + 333 333 

, 100 chữ số 3 V 

=4 9 + 99 + 999 + 9999 + ... + 999...999 
3 

V 100 chữ sô 3 J 

= ị (10-1) + (100-1) + (1000-1) +... + ÌO 100 -1" 
=1 (io+io 2 +io 3 +...+io ll)0 Ị-(i+i+i+...+i) 


1 10 1(,l -l 
3 9 


- 1-100 


100 sô hạng 


10 1(>1 -1 101 


Bài toán tổng quát: Tính tổng s = k + kk + kkk +... + kkk...kkk , 1 < k < 9 


n chữ Hổ k 


Ta có: 

s = k + kk + kkk + ... + kkk...kkk 

V v - / 

, n chữ số k V 

=4 1 + 11 + 111 + ... + Ị11 ... 111 


V n chữ số ỉ J 

J-[~(l0-l) + (l00-l) + (l000-l) + ... + 10 k -1 

kT 


= ^ (l0 + 10 2 +10 3 +... + 10 k ]-k 1Qk *‘ - -(k + l) 

Ví dụ 21. Tìm 3 chữ số tận cùng (tính từ bên trái qua) và 3 chữ số đầu (tính từ bên 
phải qua) của 2014 2015 . 

Lòi giải và đáp số 

Ta có: 

2014 = 14(modl000) 

2014 2 =196(modl000) 

2014 3 ■ 744(mod 1000) 

2014 4 =416(modl000) 

2014 5 = 824 (mod 1000) 
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2014 10 =Ị2014 5 ) 2 =824 2 = 976(modl000) 

2014 20 =Í2014 ll) Ỹ =916 2 S=576(modl000) 

2014 25 = í 2014 20 1 ( 201 4 5 Ị = 576x824 = 624(mod ìooo) 

2014 50 -|2014 25 Ị 2 = 624 2 s376(modl000) 

2014 ltx> =(2014 5H Ị 2 s376 2 s376(mG(11000) 

2014 200 =(2014 lol) j s376 2 s376(modl000) 

2014 400 =Í2014 200 ) 2 =376 2 =37ó(modl000) 

2014 800 = ( 2014 400 j 2 s376 2 EE 376 (mod 1000 ) 

2014 1000 = Ị 2014 800 Ị.Ị 2014 200 Ị = 376x376 = 376(mod 1000 ) 

2014 2000 =Í2014 I(,0 °) s376 2 s376(modl000) 

20 1 4 2015 = í201 4 2h<M) j. Ị 20 1 4 " 11 Ị ( 20 14 5 Ị s 376x976x824 = 224 (mod 1000 ) 

Vậy 3 chữ số cuối (tính từ bên trái qua) của 2014 2015 là 224 . 

Mặt khác: Số các chữ số 2014 2015 là: 

S(a) = [log2014 2015 " + 1 = 2015[log2014] + 1 = 6657 +1 = 6658 chữ số. 

Giả sử A bắt đầu ba chữ số aja 7 a 3 . Khi đó ta có 

a,a 2 a v 10 6655 <2014 2015 < (1 o.a,a 2 + c + 1 ). 1 

=>6655 + loga | a,a 3 <2015log2014<6655-+-log^l0.aịa 2 + c + lj 

, , n 2() 15 log 2» 14-6655 . , n 7T~ , „ . 1 
=> aja 2 a 3 < 10 cỉU.a^+c + l 

Tính 1 ()2<> 15 log 2014-6655 ta được 478,4366364 . 

Vậy 3 chữ số đầu tiên (tính từ bên trái) của 2014 2015 là 478 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Tìm ba chữ số cuối cùng bên phải của số: 12 2008 

Lòi giải và đáp số 
Ta có: 12 2008 =376x 12 8 (mod 1000) 

Dùng máy tính ta tính được: 12 8 =429981696 

=> 12 8 =696 (mod 1000) 

^376xl2 8 =376x696 (mod 1000) =696 (mod 1000) 

Do dó: 12 2008 =696(mod 1000) 

Vậy ba chữ số cuối cùng bên phải của số: 12 2008 là 696. 
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BT 2. Tìm số nguyên dương 11 nhỏ nhất cỏ tính chất: n chia cho 99 dư 1, n chia cho 
98 dư 2, n chia cho 97 dư 3 ,11 chia cho 95 dư 4, 

Lời giải và đáp số 

Nhận xét số nhỏ nhất chia cho 99 dư 1, chia cho 98 dư 2, chia cho 97 dư 3 là 100 
Súy ra sổ n chia cho 99 dư 1, n chia cho 98 dư 2, n chia cho 97 dư 3 có dạng 
n - BCNN (97;98;99) X k + 100 

Đúng máy tính ta tính được: 

BCNN (97; 98; 99 j = 941094 n = 941094 X k - 100 

Ta có: n chia cho 95 dư 4 nên n = 95q + 4 

Suy ra 941094 X k + 100 = 95q + 4 => q -——■——- 

. . .. 95 

Nhận xét: 941094x k + 96 phải chia hết cho 5 suy ra 941094X k + 96tận cùng 
tà 4 nên k = 1 + 51 

Quy trình bấm phím nhir sau: 

Đưa -4 -» A bằng cách: H [4~1 [sHĨPĩ] ỊrcEỊ F>1 

Cilìi vào màn hình: A = A + 5: --————— 

' 95 ; 

Ẩn ỊCALCl sau dỏ lăp tai phím 1=1 cho đến khi phép chia là số nguyên ( kết quả 
phép chia là 901470) thì dừng lại. Khi đó: n=901470x95+4-85639654 
Vậy số nhò nhất cần tìm Ịầ n = 85639654 
BT 3. Gho A = 300 3()ìì ; Hỏi: 

a) À tận cùng bằng bao nhiêu chữ số 0? 

b) Chữ sô khác 0 kề trước các chữ số 0 tận cùng cùa A là chữ số nào? 

c) A có bao nhiêu chữ số? 

Lòi giải và đáp số 

a) Ta cỏ: À = 300 300 - 3 30!) X ĨOỌ 300 - 3 30<í X io 600 
=> A tận cùng bàng 600 số 0. 

b) Chữ số khác 0 kề trước các chữ Số 0 tận cùng của A là chữ số tận cùng của 3 300 
Ta có: a 4n+l s a(modtợ)., vời mọi số tự nhiên a vả n. 

^ 3 297 =3 4x74+i s3(mod!0) 

-^>3 ’ 00 =3 I (mod 10) 

Tã có: 3 4 =81 nên chữ số tận cùng của 3 300 là 1. 

c) Số chữ số cùa A là kết quầ của phép tính: log3()0 3110 +1 = [3001og300] + 1 

Dùng máy tính ta tính được: 744. 

Vậy A có 744 chù' số. 
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BT 4. Tìm số tự nhiên nhỏ nhất X biết lập phương của nó có tận cùng là bốn chữ 
số 1. 

Lòi giải và đáp số 

Trước tiên ta tìm chữ số a sao cho a 3 tận cùng là số 1. 

Dùng máy tính thử ta chỉ có 1 thỏa mãn yêu cầu 

Ta tìm b sao cho Ịblj tận cùng là 11 

Dùng máy tính thử ta chỉ có 71 thỏa mãn yêu cầu 

Ta tìm c sao cho Ịc7lj tận cùng là 111 

Dùng máy tính thử ta chỉ có 471 thỏa mãn yêu cầu 

Ta tìm d sao cho Ịd471Ị tận cùng là 1111 

Ta có: 

Ịd47Ĩ) 3 =(l000xa + 47l) 3 

= d 3 X10 9 +1413 X d 2 X10 6 +665523 xd X1000 +104487111 

Suy ra chữ số thứ tư của Ịđ471) cũng là chữ số cuối cùng của 3 xd + 7 

Ta cần tìm d sao cho chữ số cuối cùng của 3 xd + 7 là 1 
Dùng máy tính thử ta chỉ có 8 thỏa mãn yêu cầu 
Vậy số cần tìm là 8471. 

2009 , > 

BT 5. Tìm số dư khi chia ^ (1 + i 2 1 cho 2009. 

i = l 

Lòi giải và đáp số 
Trước tiên ta tính giá trị của M 

2009 

Ta có: M = 2009 + £ i 2 

i = l 

Biến đổi i 2 , ta được: 

i 2 = Ixix[(i + l)(i + 2)-(i-2)(i-l)] = ^i(i + l)(i + 2)-(i-2)(i-l)i 

Áp dụng công thức trên, ta được: 

l 2 = ịxlx2x3-0 
6 

2 2 =ịx2x3x4-0 
6 
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3 2 = -ì x 3x4x5-ịxlx2x3 
6 6 


2007 2 = 4 X 2007 X 2008 X 2009 - ị X 2005 X 2006 X 2007 
7 6 

2008 2 = ị X 2008 X 2009 X 2010 - ị X 2006 X 2007 X 2008 
6 6 

2009 2 - ị X 2009 X 2010 X 2011 - ị X 2007 X 2008 X 2009 
6 6 

Cộng vế theo vế các đẳng thức trên, ta được: 

2009 o 1 

ỊT i 2 =^x(2008x2009x2010+ 2009x2010x2011) 

2009 X 2001X (2008 +2011) 2009x2010x4019 

=- —ị— . - . ’ = = 2009 X 335 X 4019 

6 6 


Dùng máy tính thực hiện phép tính, ta được: 

M = 2009 + 2009 X 335 X 4019 = 2704849294 
Ghi vào màn hình : 2704849294-Í-2009 
Bấm do, ta được: 1346366 
Vậy dư của phép chia M chia cho 2009 là 0. 

Lòi bình: Dùng MTCT ta có thể tìm được kết quả như sau: 

2009, , 

Nhập vào màn hình: ^ Ị X 2 Ị + R2009 bằng cách: 

X = 1 

@1® H □] ® <s> CD <s> (D GD UI GD <g> 11 (MI (HD [E (S d] (D 

Ấn GD ta được kết quả: 

B MÃth Â 

iyụy, _, " 

s (X 2 ) -R2Ũ09 
X ~ 1 1346365,R=0 

Tức dư là 0. 

Tuy nhiên lời giải ban đầu vẫn hay và sáng tạo hơn. Kết hợp kiến thức toán và 
máy tính. 

BT 6. Viết số A = 2007 X 2008 2U09 dưới dạng thập phân phải dùng bao nhiêu chữ số. 

Lòi giải và đáp số 
Số chữ số của A là log[Aj + l 


Ta có: 


log[A]I +1 = log[2007 X 2008 2009 


+1 = [20091og2008 + log2007J +1 


Dùng máy tính ta tính được: 6340 

Vậy để viết A dưới dạng thập phân cần 6340 chữ số. 
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BT 7. Tìm các số nguyên dương thỏa mân: c < b < á và a 3 +b 3 +c 3 = 2001 

Lòi giải và đáp số 

Vì c < b < a vả a 3 +b 3 +c 3 - 2001 nên - < a 3 < 2001 vì c 3 < 

: 3 3 . 

Suy ra 9 < a < 12 và c < 8 

Với a = 9, ta được: b 3 +c 3 = 1272 o b \'1272 -c 3 (l) 

Với a- 10, ta được: b 3 +c 3 == 1001 <=> b - VI001-C 3 (2) 

Vói a = 11, ta được: b 3 ,+e 3 - 670 o b = v'V)70 -• c 3 (3) 

Với a = 12, ta được: b 3 +c 3 = 273 o b = v'273 -c 3 (4) 

Quy trình bấm phím như saự: 

Tìm b,ctừ phươngtrìnli (1) 

Đưa 0 -> c bằng cách: 00 |shift| ÍRCLÌ lỉiỹpl 

Ghi vào màn hình: o c+l: V1272- C 3 : \'1001-C 3 : V1001-C 3 : ^273-C 3 
Ấn ỊcalcỊ và lặp lại phím [=) cho đến khi c = 9 , thì dừng lại. Chú ý sau mỗi lần 
bấm (=0, dừng lại xem kết quả có thỏa mãn yêu cầu bài toán không. 

Kếtquả: c = l; b = 10thỏa mãn (2) 

Vậy a = b = 10; c =lthỏa mẩn yêu cầu bài toán. 

BT 8. Tìm số chẵn lớn nhất có 5 chữ sổ A = abcde sao cho B = abc tạo thành 1 số 

chính phương vầ c = cde tạo thành ĩ sổ lập phương, 

Lòi giải và đáp số 

Vì c = cde là 1 số lập phương nên cde = k 3 , suy ra 5 < k < 9 
Mặt khác A là số chẵn nên k phải là số chẵn sụy ra k = 6 hoặc k :=8 
Suy ra c = 216 hoặc c = 512 . Do đó c = 2 hoặc c - 5 

Mặt khác, vì B^abc là số chính phương => c- 5 

Ta có: B = abc là số chính phương nên abc = l 2 suy ra lố < 1 < 31 
Mà B tận cùng là 5 và A là số chẵn lớn nhất nên 1 = 25 

Suy ra B = 25 2 = 625. Vậy số cần tìm là 62512. 

BT 9. Tìm ba chữ số cuối cùng cùa A = 7 9999 

Lòi giải và đáp số 

Ba chữ số cuối cùng của A cũng là ba chữ số cuối cùng của B = 7 99 
Dùng máy tính ta được: 

7 10 = 249 (mod ìooo) 
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249 3 = 249 (mod 1000 ) => 7 30 = 249 (mođ 1000 ) => 7 90 = 249 (mod ìooo) 

( vì 249 3 = 249 (mod 1000)) 

7 9 = 607 (mod ìooo) => l" = 249x607 (mod ìooo) =143 (mod ìooo) 

Suy ra ba chữ số cuối cùng của B = 7 99 là 143 

Vậy ha chữ số cuối cùng cúa A=7 W9 là 143 

, , ,10 

BT 10. Tìm năm chữ sô đâu tiên của A= 2 

Lòi giải và đáp số 

Quy trình bấm phím như sau: 

Ghi vào màn hình: 2 10 xlog(2) 

Bấm ỊU , ta được 308,2547156 
Ghi vào màn hình: Ans - 308. Bấm [§D 

Thực hiện phép tính : 10 Ans , ta được: 1,797693135 

, , _,I0 

Vậy năm chữ sô đâu tiên của A = 2 là 17976 
BT 11. Từ 10000 đến 99999 có bao nhiêu số chia hết cho 3 mà không chia hết cho 
5. Tính tổng các số đó. 

Lòi giải và đáp số 
Số A chia hết cho 3 có dạng A = 3k 
Ta có: 

10000 < 3k < 99999 o 3333,333 < k < 33333 <=> 3334 < k < 33333 (vì k nguyên 
dương) 


=> Có tất cả (33333 - 3334) +1 =30000 số chia hết cho 3 


Vì A không chia hết cho 5 nên k không chia hết cho 5 

Các số k thỏa 3334 < k < 33333 và chia hết cho 5 có dạng k = 5/ 

nên 3334 < 51 <33333 o 666,67 < 1 <6666,6 <=>667 < 1 < 6666 

=> Có tất cả (6666 - 667) + 1 = 6000 số chia hết cho 3 và chia hết cho 5 

=> Có tất cả 30000 - 6000 = 24000 số chia hết cho 3 và không chia hết cho 5 

Số lớn nhất chia hết cho 3 và nhỏ hơn 10000 là 9999 

Số lớn nhất chia hết cho 15 và nhỏ hơn 10000 là 9990 

Tổng các chữ số chia hết cho 3 và không chia hết cho 5 là: 


s = 9999 X 30000 - 9990 X 6000 + 3 > 


30000 X (30000 + 1) c 6000 X (6000 +1) 

3 X 


Dùngmáỵ tính tính được: s = 1320030000 
Vậy 5= 1320030000. 
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BT 12. Tính tổng: M=1.2008+2.2007+3.2006+....+2007.2+2008.1 

Lòi giải và đáp số 

Ta có: n(2009-n) = 2009n-n 2 
Suy ra 

M = 2009(1 + 2+ 3 + ... +2007 +2008)-(l 2 +2 2 + 3 2 + ... + 2007 2 + 2008 2 ) 
Áp dụng các công thức: 
l + 2 + ... + n = ^n(n + l); 
l 2 +2 2 +... + n 2 = n(n + l)(2n +1) 

Ta có: M = 2009 X ị X 2008 X (2008 +1) - X 2008 X (2008 +1) X (2 X 2008 + 1 ) 

Dùng máy tính tính toán tạ có: M = 1351414120 
Vậy M =1351414120. 

BT 12. Tính tổng: A = Vl. 2 . 3 . 4 " + "V 2 . 3 . 4.5 +...+ V 2008 . 2009 . 20 i 0 . 20 il 

(với kí hiệu [x] là phần nguyên của x) 

Lòi giải và đáp số 

Ta có: n (n + 1 ) (n + 2 ) (n + 3 ) = Ịn 2 +3n +1 j -1 

Suy ra ^n(n + l)(n + 2)(n + 3 ) = n 2 +3n 
Áp dụng công thức trên, ta có: 

Vĩ . 2 . 3 . 4 ] = 1 2 +3x1 



+3x2 


V2008.2009.2010.2011 =2008 2 +3x2008 
Cộng vế theo vế các đẳng thức trên, ta có: 

A = Ịl 2 +2 2 +.... + 2008 2 Ị + 3(1 + 2 +... + 2008) 

Áp dụng các đẳng thức: 


l 2 +2 2 +... + n 2 
1 + 2 +... + n = 


n(n + l)(n + 2) 

= r~ 6 

n(n + l) 

_ 
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2008(2008 + l)(2.2008 + l) 2008.2009 

Ta có: A =---——-- +-— 

6 2 

Dùng máy tính ta tính được: 

A = 1004 X 2009 X1339 +1004 X 2009 = 1004 X 2009 X1342 = 2706862312 
Vậy A = 2706862312 

BT 14. Hãy tìm chữ số n lớn nhất để 1000! chia hết cho 7 n . 

Lời giái và đáp số 

Đẻ tìm được n, ta cần tính được số mũ của 7 khi phân tích 1000! ra thừa số 
nguyên tố. 

Trước tiên ta tìm m lớn nhất sao cho 7 m < 1000 
Dùng máy tính ta tỉm được: m = 3 

Ta tìm tất cả các số có dạng 7x X và nhỏ hơn 1000, đó là thương của phép chia 
1000 cho 7. Dùng máy tính ta có 142 số như vậy; 

Ta tìm tất cả các số có dạng 7 2 X X và nhỏ hơn 1000, đó là thương của phép chia 
1000 cho 49. Dùng máy tính ta có 20 số như vậy; 

Ta tìm tất cả các số có dạng 7 3 XX và nhỏ hơn 1000, đó là thương của phép chia 
1000 cho 343. Dùng máy tính ta có 22 số như vậy; 

Suy ra n = (l42-20)x 1 + (20-2)x2 + 2x3 = 164 

Vậy n lớn nhất để 1000! chia hết cho 7 n là 164. 

BT 15. Tìm hai số tự nhiên nhỏ nhất a, b thỏa: Ịab j = a * * * * * b 

Lòi giải và đáp số 

Ta có: 1000000 < (ãb) 4 = a * * * * * b < 9999999 

Nên 31,6227766 <ab< 56,23413111 

Vì ab nguyên nên 32 < ab < 56 
Quy trình bấm phím như sau: 

Đưa 31 -»• A bằng cách: GO (TỊ |shift| [rõỊ o 

Ghi vào màn hình: A = A +1: A 4 

Ẩn ỊCALCl , sau đó lặp lại phím (=) cho đến khi A = 57 thỉ dừng lại. Chú ý sau 
mỗi lần bấm (=) thì dừng lại xem kết quả có thỏa mãn yêu cầu bài toán không, nếu 
có số nguyên nào thỏa thỉ cũng dừng lại. 

Ket quả: 45 thỏa mãn yêu cầu bài toán 
Vậy a = 4; b = 5. 
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BT 16. Tìm số dư khi chia số 2001 2()lo cho số 2003. 

Lời giải và đáp số 
Ta có: 2003 là số nguyên tố và 2001; 2003 là hai số nguyên tố cùng nhau 
Nên theo định lí Fermat nhỏ, ta có: 

2001 2002 5 l(mod 2003) 

Suy ra 2001 2010 -2001 8 (mod 2003) (1) 

Dùng máy tính ta tính được: 

200l 2 -4(mod 2003) 

2001 3 - 8( mod 2003) 
và 2001 8 = Ị 2 OOI 3 j 2 x2001 2 

Suy ra 2001 8 - Ị 2 3 j 2 xl 2 ■ 256(mod 2003 ) (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: 2001 201(1 -256(mod 2003 ) 

Vậy dư của phép chia 2001 2010 cho số 2003 là 256. 

BT 17. Tim chữ số hàng đơn vị trong biểu diễn thập phân eủa số: 

22005 + 72005 + ọ2005 

Lòi giải và đáp Số 

Nhận xét: a 4n+1 = a^mod 10 ) với mọi số tự nhiên a và n 
Dùng máy tính ta tính được: 2005 = 4x501 + 1 
Suy ra 2 2005 s 2(mod 10 ) 

7 2<)0 -+7(mod 10) 

9 2(>05 = 9(mod 10) 

Suy ra 2 2005 +7 2005 +9 2005 -2 + 7 + 9(mod 10 ) 

Suy ra 2 2005 +7 2005 +9 2005 -8(mod 10 ) 

Vậy chữ số hàng đơn vị cùa 2 2005 +7 2005 +9 2005 là 8. 

BT 18. Tìm 1 số chính phương có 6 chữ số . Ba chữ số sạu lập thành 1 số hơn số 
lập thành bởi 3 chữ số đầu là 1. 

Lời giải và đáp số 
Gọi số cần tìm là X => X = abcdel 
Đặt B = abc;A = def 
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Ta CÓ: A - B = 1 => A =B +1 

Mặt khác: X = 1000B +Anên X = 1001B+ 1 

Ta có A là số có ba chữ số nên 101 < A < 999 => 100099 < X < 999998 
Mặt khác X là số chính phương nên X - k 2 
=> 1001B+l = k 2 => 1001B=(k-l)(k + l) 

Vì 1001 = 7x11x13 nên k -1 chia hết cho 13 hoặc k+1 chia hết cho 13 
=> k-1= 13m hoặc k+1 = 13m 

Ta có: 100101 < k 2 < 998999 nên 317 <k <999 
=> 25 < m < 76 

suyraB = í^tỉ>ho|cB = iífl^7) 

77 77 

Quy trình bấm phím như sau: 

Đưa 24 > A 

, AÍ13A + 2Ì —1 A(l3A-2Ì-l 

Ghi vào màn hình: A = A + 1:—-- - —; ■ A _ L 

_ 77 77 

An ỊcạlcỊ, sau đó lặp lại phím (=] cho đến khi A — 77 thì dừng. Nếu một trong 
hai phep chia ơ trên có thương là sô nguyên thì nhận A (đại diện cho m) ứng với 
giá trị đó. 

Kêt quả: m = 33; m = 44; m = 56 ; m = 65 
Suy ra B = 183; B = 328; B= 528; B =715 

suy ra X = 183184; 328329; 528529; 7 1 57 1 6 

Vậy X = 183184; 328329; 528529; 715716 

BT 19. Sô chính phương p có dạng P = 17712ab81. Tìm các chữ số a,b biết rằng 
a + b = 13 . 

Hướng dẫn thực hành 

Dễ thấy 4<a,b<9 

Đưa 3 —> A (biến a): [3] (shị^) 

Ghi vào màn hình: A = A +1: c = ỊĨĨĨỸĨx 1 o 4 +10 3 X A 4100 X (l 3 - à) + 81 

Ấn (ệÃỊcỊvà lặp lại phím (Ucho đến khi A=A+I=9 thì ta được c -13309 thì dừng 
Vậya = 9,b = 4. ' V 

Lưu ý: Mỗi lần ấn c = ^17712 X 10 4 + 10 3 X A rl00x(l3 - a) 1-81 nếu nhận 
giá trị nguyên thì nhận giá trị a = A,b = 13-A 
BT 20. Tìm hai chữ số tận cùng của số: 
a)A=2 999 b) B - 3 999 
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Lòi giải và đáp số 

a) A = 2 !B5 =(2 2 ") 4, x2 l » 

Ta có: 2 20 tận cùng bằng 76 (dùng máy tính) mà 76 2 tận cùng bằng .76 (dùng 
máy tính) => 76 n tận cùng bằng 76 với mọi n, nên (2 20 ) 49 tận cùng bằng 76. 

2 19 tận cùng bằng 88 (dùng máy tính). 

Ta có: 76 X 88 tận cùng bằng 88 (dùng máy tính) 

Vậy A = 2 999 có hai chữ số tận cùng là 88. 

b) B = 3 999 = Ị 3 20 j 49 X 3 19 

/ \49 

Ta có: 3 20 tận cùng bằng 01 nên ( 3 20 ) tận cùng băng 01 

3 19 tận cùng bằng 67. Do đó B = 3 999 có hai chữ số tận cùng là 67. 

BT 21. Tìm các số nguyên X để x/l99-x 2 -2x + 2 là một sổ chính phương chẵn. 

Lòi giải và đáp sô 

Giải phương trình vl99 - X 2 - 2x =0 

Chọn chương trình giải phương trình bậc hai: ỄH cu d3 

Nhập các hệ số: B0iE[U@G][I](l]i 

Ấn (IU ta được kểt quả X| = -1 + I 0 V 2 « 13,1421, x 2 = -1 -ỈO^ÍĨ « -15,1421 

Để Vl99-X 2 -2x có nghĩa thì -15,1421 <x< 13,1421 
Do X là số nguyên nên -15 < X < 13 
Chuyển về Mode Comp: Ấn Cũ 
Thực hiện quy trình ấn phím sau: 

Nhớ -16 -> A bằng cách: E3 GO ŨE] (mi) @ o 
Ghi vào màn hình: A = A +1: •\p/l99 - A 2 -2A +2-5-2 

ẢníCÃĨCÌ, lặp lại liên tiếp phím (D cho đến khi A=14 thì dừng. Mỗi lần lặp nếu 

biểu thức V\/l99- A 2 -1A + 2-2 nhận giá trị nguyên thì X nhận giá trị A. 

Ta được các số thỏa yêu cầu là: -15, -3, 1, 13 

' , _ - , , , , ,_. A „„„ ,-2009 

BT 22. Tìm chữ số hàng chục nghìn của sô sau 15 

Lời giải và đáp số 

Nhận xét: số mũ n lớn nhất mà 15 n có 10 chữ số là 8 
Dùng máy tính ta tính được : 15 8 = 25 62890625 
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Suy ra 15 8 = 90625 Ị mod to 5 Ị 

Dùng máy tính thử ta thấy 90625 2 = 90625Ịmod 10 5 j 

Suy ra 90625" = 90625Ịmodl0 5 ) 

Suy ra 15 8n = 90625 Ịmodl0 5 j 

Dùng máy tính thực hiện phép chia ta được: 2009=8x251+1 
Suy ra 15 2009 s 90625 X15 Ị mod 1 o 5 Ị 

Suy ra 15 2009 =59375 (mod 10 5 ) 

Vậy chữ số hàng chục nghìn của 15 2009 là 5. 

BT 23. Tính tổng: S = 23 + 233 + 2333 + 23333 +... + 2 333...333 

100 chừ số 3 

Lòi giái và đáp số 

Sử dụng công thức 

_ _ _ I ( Ịnk + 1 _Ị 

s = k + kk + kkk +... + kkk...kkk = 7- ---(k + l) 

' —k 9 v 2 

n chữ sô' k V 

Ta có 
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'ĩễhủ Bề 9: 

HÌNH HỌC PHẲNG 

ŨạngỊ.GĩÂĩ TAM GIÁC VÀ ĐA GIÁC 
Phương pháp: Ta cần nắm vững các công thức sau 
1. Tam giác vuông A 



Trong tam giác vuông 

> Cạnh góc vuông này bằng cạnh góc vuông kia nhân với tan góc đối hoặc 
cotan góc kề. 

> Cạnh góc vuông bằng cạnh huyền nhân sin góc đổi hoặc cosin gốc kề. 

> Cạnh huyên hằng cạnh góc vuông chia sin góc đối hoặc cosin góc kề. 

Diện tích tam giác vuông: S AABC = ~-.AB.AC (Vuông tại A) 


Hệ thức Iưọìig trong tam giác vuông: 

BA 2 = BH.BC Ịc 2 =c’.aj; CA 2 = CH.CB Ịb 2 = b'.a) 


AB. AC = BC. AH 


1 

AH 2 


1 1 
AB 2 + AC 2 


,h 2_ a 2+ b 2 , 


BC = 2AM (đường trung tuyến bằng ^ cạnh huyền) 

2. Hệ thức lượng trong tam giác thường 
B Định lý hàm số Côsin: 

a 2 = b 2 + c 2 - 2bccos A 
b 2 = a 2 + c 2 — 2ac cos B 
c “ a 1' b- — 2abcosC 


Định lý hàm số Sin: a = — - ■ = —-— 
sinA sinB sinC 

ngoại tiếp AABC. 


2R, R là bán kính đường tròn 
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■ Công thức độ dài đường trung tuyến: 

_ 2 1 , 2,2 ' 1.2 2 1 Ị 2 . 2 1,2 2 1 

ITT = 2- b + c --ra ; mí = Ạ a +c -Ạb ; m = Ạ 

2( 2 b 2 Ị 2 1 2 

° Các công thức tính diện tích của một tam giác bất kì 
■ .1 . 1 . , 1 . 


„ 2 , ,2 _ 1 „2 

a -Ị- b —— c 

2 


s= _-a.il., 

2 a 
1 , „ 
—ab sin c 
2 , 


-Ị-b.hị —-ị-c.h 
2 b ■ 2 L 

■rác sin B = — bcsin A 
2 2 


r: bán kính đường tròn nội tiếp AABC, p: 


(r : bán kính đường tròn ngoại tiếp AABCj 


= pr 

_ abc 
4R 

3. Tam giác cân 

0 Đường cao AH cũng là đường trung 
tuyển, đương trung trực, đường phân giác trong 
a Tính đường cao và diện tích 

AH: B 11. tan B — BH.cotBHA 
=. CH tan c = CH eot CHA 
= ABsin B = ABcosBAH 
= ACsin c = ACcosCÃh 

I 


a -Ị- b + c 


aabc 


.BC.AH: 


-AB sin A 


2 : 2 

4. Tam giác đều 

Đường cao AH cũng là dường trung tuyến, 
dượng trùng trực, đưồTig phân giác trong. Đường cao 

_ A i _ ... , _ 

của tam giác đêu h = AM = AB,— 

. 2 

73 

{đườngcao h = cạnh X 2 ~) 


Diện tích : s 


AABC 


-AB.ACsinóO 0 


ẤAB\ệ = m f.ệ 

2 2 2 4 

5. Hình vuông A 

Điện tích hình vuông: S ABCD = (AB) 2 
(Diện tích bằng cạnh bĩnh phương hay cạnh nhân cạnh) 

Đường chéo hình vuông: AC = BD = AB. V 2 
(đựờng chéo hình vuông bằng cạnh X^ỊĨ ) 





o A n 
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6 . Hình chữ nhật 

Diện tích hình chữ nhật: S ABCD = AB.AD 

Đường chéo hình chữa nhật bằng nhau và 
OA — OB = oc = OD 
(Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm mỗi đường) 

7. Diên tích hình thoi: 



s = 


2 


(chéo dài X chéongắn) 


8. Diện tích hình thang: s = ^ (đáy lớn + đáy nhỏ) X chiều cao 

9. Diện tích hình bình hành: s = đáy X chiều cao 

10. Diện tích hình tròn: S = 'TT.R 2 

I. CÁC Ví DỤ ĐIỂN HỈNH THƯỜNG GẶP 


Ví dụ 1. Tính diện tích hình tứ giác ABCD biết 

AB = 4cm, BC = 4cm, CD = 5cm , DA = 6cm và góc B = 70° 

(Trích đề thi HSGMTCT Toàn quốc năm 2009, môn Toán 12 THPT) 
Hướng dẫn thực hành 


Đặt AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = e. A 



= iabsinB + Jp(p-c)(p-d)(p-e) 


Nhớ 4 vào A, 4 vào B, 5 vào c, 6 vào D bằng cách: 

(4)®@0 |T| (shìftỊỊrcl1 B 

OE] (»3 © Ịhỹp) GO m @ tHã! 

Tính e và đưa vào ô nhớ E: Ghi vào màn hình: Ja 2 + B 2 — 2ABcos(70) 


Ẩn (=) và lưu kểt quả này vào ô nhó' E 

_ : — 0 Mĩtíi X 

4.588611491 
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Tính p nhớ vào F: Ghi vào màn hình 


C + D + E 


Ấn ẼDvà lưu kết quả này vào ô nhớ F 


Ans+F 


Ma.th A 


7.794305745 


Tính s 


ABCD 


Ghi vào màn hình: ị ABsin(70) + Jf(f - c)(f - d)(f - é) 

Ẩn í= 1 ta đươc kết quả: 18,7102433 

0 Math A 

ịftBsỉnt70)+/FCFĨ 
13.7102433 

Vậy S ABCD = 18,7102433. 

Lòi giải và đáp số 

Đặt AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = e. 

Ta có: e = a/ a 2 +b 2 — 2abcosB 

J-, X _c + d + e 

2 

Lúc đó 

^ABCD = ^ABC ^ACD = 2 ‘ittsin B + ^p(p — c)(p — d)(p — e) = 18,7102433. 

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC biết AB - Vĩ? ; BC = Vũ ; CA = 78 . Trên cạnh AC 

^ _ __ 

ta lấy điểm M sao cho CM =.p- AC . Tính tích vô hướng BM.BC 

V5 

Hướng dẫn thực hành 

Nhớ BC = VŨ vào A bằng cách: (\G) (T3 (TỊ |shiftỊ ÌRÕl (STO) (ỹl (\a.) 
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0 Míđh À 




4 V 5 


Tính cosC: 


AC 2 + BC 2 — AB 2 
2AC.BC 


8 + 11-15 á ■ V22 

Ghi vào màn hình: - r- • 7 ==r- an Ị = 1 ta được kêt quả; ——— 

iS.M 22 

Tính BM = n/cM 2 + CB 2 -2CM.CB.cosC và nhớ vào c 
Nhập: \JB 2 + A 2 -2BX AX Ans ẳn ỊsiỊĩỊ IrôlO Ịhỹpl 

1 ; _____ M9.th Ã I 


•ÍE! 2 +A 2 -2B^A>íAri£> 

3.416164204 


Tính cosMBC 


MB 2 + BC 2 - lylC 2 
2MB.BC 


r 2 1 Ạ 2 _ r >2 ■ 

Nhập: 2- ẩn .É).'- 

2CA 


0 Mịth A 


U- 1 - +A J “ —É-* 1 

2AC 

ũ.8592209212 

Tính BM.BC = BM.BC.cosMBC 

Ghi vào màn hình: CAAns ấn 1=1 kết quả: 9,735088936 


CAAns 


a Kfstth A 


9.735088936 


Vậy, BM.BC = 9,735088936. 

Lòi giải và đáp số 

Tacó CM=^AC = ^.xV8 = -^ 

V 5 \'5 -5 

Áp dụng định lý cosin trong tam giáe ABC: 

AC 2 + BC 2 - AB 2 V 22 -Ả 

cosC =- ' _ —-‘-=- L -—- A 

2AC.BC 22 
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Áp dụng định lý cosin trong tam giác MBC: 

=» BM = VcM 2 +CB 2 — 2CM.CB.cosC Rí 3,416164204 

Tf . MB 2 + BC 2 — MC 2 .... „ 

Tính cosMBC =--«0,8592209212 

2MB.BC 

Từ đó BM.BC = BM.BC.cosMBC = 9,735088936. 

Ví dụ 3. Cho tam giác vuông với các cạnh bên có độ dài là yfÃ và \Ỉ3 . Hãy tính 
tông các bình phương cùa các trung tuyến. 

Hướng dẫn thực hành 

Giả sử tam giác vuông tại A. Ta có a 2 = b 2 + c 2 

.2 


Từ công thức trung tuyến m 


Suy ra: m 2 + m 2 +m 2 

3Íb 2 +C 2 ) 
Ghi vào màn hỉnh: —- - 


b 2 +c 2 -^ 
m 2 = -1 2 

a 2 

3Ịa 2 +b 2 +c 2 j 3Ịb 2 +c 2 j 
4 = 2 


bẳng cách: 


IALPNAI h»| \x 2 ì i±J ỊALPHAỊ ỊhỵpỊ \x* 

Ấn (ÕÃĨcỊ nhập ỊặlĩỊ ® GD ấn (=) nhập (D (sh|ft) ® ỊTỊấn (=] 


3 KB 2 - +c2 ) 


M&th A 


6.377839361 


được kết quả: 6,377839361 
Đáp số: 6, 377839361 

Ví dụ 4. Tính gần đúng diện tích tam giác ABC có thỏa AB = 5, A = 5°13'38", 
B — 34°5T33" 

(Trích đề thi HSGMTCT Thanh Ilóa, BTTH, 2006-2007) 
Hướng dẫn thực hành 

Diện tích tam giác ABC: S = ịabsinC 

2 


Áp dụng định lí sin, ta có: a: 


csinA , csinB 
;b: 


sinC 


sinC 


suy ra s - 


c sinA.sinB _ c 2 sinA.sinB 
2sinC 2sin(A + B) 
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Quy trình bấm phím như sau: 

Lưu 5°13'38" -»A, 34°51'33" -»• B {đang ở chế độ đo độ} 

5 2 sinÍAÌ.sinÍBÌ 
Ghi vào màn hình: — — — 

2sin(A + B) 

25sin ỊMsin (B? A 

2sincA+B) 

1,0108152611 

Bấm (=) ta được diện tích của tam giác ABC là 1,010815261. 

Vậy diện tích tam giác ABC là 1,010815261 ( đvdt) 

Ví dụ 5. Cho hình bình hành ABCD có diện tích bằng 1 (đvdt). Gọi M là trung 
điểm cùa cạnh BC, N là giao điểm của AM và BD. Tính diện tích tứ giác MNDC. 

(Trích đề thi HSGMTCT Sóc Trăng, THPT, 2008-2009) 
Hưóng dẫn thực hành 
Gọi E là giao điểm của AC và BD 
Ta có: N là trọng tâm cùa tam giác ABC 

BN 2 BN _ 1 S BNM _ BN BM = i 1 _ 1 Smndc - 5 

^ BẼ - 3^BD - 3^ S BD C BDBC 3 - 2 6 S BDC 6 



Ví dụ ổ.Cho Tứ giác ABCD có một đường chéo là AC=14,5cm, cạnh CD - 8cm và 

biết các góc DAC = 27°, DCA nhọn, BAC = 42 và BCA = 36 . Tinh chu VI p 
, diện tích s của tứ giác đó và số đo (độ, phút, giây) của góc ADC. 

Lòi giải và đáp số 

Xét tam giác ADC, 

Đặt a = DC,k = DK, X = ADta có: 

a 2 = AC 2 +x 2 — 2a.ACcosA <^64 = 14,5 2 +x 2 -|2xl4,5cos27 () Ịx 

Suy ra ta có phương trình: X 2 — |29cos27° jx +146,25 = 0 

Phương trình có hai nghiệm: 

X, Rá 17,46557355cm, x 2 « 8,373615647cm 
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Chu vi của tứ giác ABCD là: 
p = AB + BC + CD + DA 

= h . - .- + - - + 8 + 8,373615647^ 35,0061cm 

, sin 42° sin 36°, 

Diện tích của tứ giác ABCD là: 

S = Sj + S 2 = 7,25 X ADsin27° + 7,25h Rí 69,831 lcm 2 
Tính ẤDC: 

AC CD . 14,5sin27° fl4,5sin27° „(i oriũ „ 

— - = ———-+>sinADC = ——Ẹ -sin -—- ~55 22 iy 

sinADC sin 27° 8 . 8 j 

mà góc ADC tù, nên: ADC Rá 124°37'41" 

Chu vi của tứ giác ABCD là: 
p = ẠB + BC + CD + DA 

= h —i—+ —2— + 8 + 17,46557355 Rí 44,0980 cm 
, sin 42° sin 36° j 

Diện tích của tứ giác ABCD là: 
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s = S', + s, = 7,25 X AD'sin27° + 7,25h py 99,7566cm 2 


Tính góc AD’C: 


AC CD' > : ; 14,5sin27 

ỳ- sinAD c = — L —- - 


sinADC sin 27 


Mà góc AD’C nhọn, nên: ADC = sin' 


14,5 sin 27' 


55°22T9". 


II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Cho hình thoi có chu vi là 37,12 cm . Tỷ số giữa hai đường chéo là 2:3. Tính 
diện tích hình thoi ấy. 

(Trích đề thi HSGMTCT Tây Ninh, BTTH, 2008-2009) 
Lòi giải và đáp số 



o , . , ., . , . 0 1 1 4a 6a 12 2 

Suy ra diện tích cua hỉnh thoi: s=— xy= — x—= X—==; = — -a 

2 2 VĨ3 a/Ĩ 3 13 

Chu vi của hình thoi là: 4a = 37,12 . 


Dùng máy tính vói a = , ta tính được: s = 79,49390769. 

4 

Vậy s = 79,49390769. 

BT 2. Cho tứ giác ABCD có AB = BC = CD = 3,84(cm); AD = 10(cm), góc 

ADC = 32 0 13 , 48 n . Tính diện tích và các góc còn lại của tứ giác. 

Lòi giải và đáp số 

Đặt AB = BC = CD = a = 3,84(cm); AD = c = 10(cm) 

Áp dụng định lý cosin trong tam giác AADC ta có 

b = Va 2 +c 2 -2accosD »7,055029796 
Áp dụng hệ quả định lý cosin trong AAỂC ta có: 

2a 2 — b- 

cosB = —.- ■ ■ ■ ■. « -0,6877388994 

2a 2 

Suy ra: ABC « 133°27'5" 

254 




__ cty TNHH MTV DVVH Khang Việt 

Ta CÓ: 

^ABCD ^ABC ^ACD = ^ AB.BCsin ABC T—CD.ẠDsin ADC 

= ^X 3,84 2 XsinỊl 33°27'5") + ị X3,84X10XsinỊ32 (i l 3'18") 

~ 15.58971169 2 

Ap dụng định lý sin trong tam giác ta cỏ: 

. ■=- =*. sịn BAD = 4 BAD rs 23° 17'60" 

sin BAI) sinB V” h 

- 3 ====: = ~r =*► sinCAD = CAD = 1.6 (í 53 20" 

sinCAD sinD h 

A = BAD + CAD R3 23°17'60"+ Ị6°53.'2Ò" sa 4Ọ°1 1 '20" 

Từ đó: c = 360° — Ịa + B + d| PS-154 0 8'17". 

BT 3. Tam giác ABC có các cạnh AB = 4dm, AC = 6dm và Ấ = 61°43' 

a) Tính giá trị gần đúng chu vi của tam giác đó. 

b) Tính giá trị gần đủng diện tích hình tròn ngoại tiếp tam giác trên. 

Lòi giái vả đáp số 

a) Áp dụng định lí hàm số cosin, ta có: a 2 = BC 2 = AB 2 +AC 2 -2AB.AC.cosA 
Dừng máy tính ta tính được: a « 5.408887197 « 5,40889dm 

Suy ra chu vi của tam giác ABC là 2p = AB + AC 4 BC = 15,40889 dm 

b) Áp dụng định lí hàm số sin, ta có: R = • a 

2 sin A 

Diện tích đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC báng: s --itR 2 = 

4sin 2 A 

Dùng máy tính ta tính được: s = 29,63014676 = 29,63015 (dnr) 

BT 4. Cho 2 đưòìig tròn tâm A, B cắt nhau. Biết rằng điểm A nằm trên đường tròn 
tâm B và diện tích phần chung cùa 2 đường tròn bạng nứa diện tích hình tròn tâm 
B. Tính tỷ số diện tích 2 hình tròn đã cho. 

Hướng dẫn thực hành 

Vì tỉ số cùa hai diện tích hình tròn là bình phương tỉ số của hai bán kính nên không 
mất tính tổng quát ta giả sử bán kính của đường tròn tâm B là 1 (đvđd) 

Gọi M, N lân lượt là giao điếm của hai đường trọn, 
p là giao điểm cùa tia AB và đường tròn tâm A 

ót = AMB 

Gọi s là diện tích phần chung cùa hai đường tròn chứa cung MP và MA 
S(MP) là diện tích cung tròn MP 
S(MA) là diện tích cung tròn MA 

. 4;.Ạ.;44.7. ■.7-' v-:.:Ạ.í-255 
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S(MAB) là diện tích tam giác MAB 

Gọi r là bán kính đường tròn tâm B =» ^ = cosa =^> r = 2cosa 
Ta có: s = sỊmp) + S(MA) - s(MAB) 

r 2 .ot l 2 .(ir-2otì 1 . ,_\2 

= 1.— 4 -1-——-2. - 4.1 .r. sin cv — 2 (cos a XV + 


- — a 


-sina.coscY 


Mặt khác: diện tích hình tròn tâm B là 7C và s = -Ị diện tích hình tròn tâm B nên 


-sinot.coscv = -7 
4 


/ \ 2 

Tĩ 

(cosolì .Oi + 

- Oi 

12 J 


Dùng ỊSHIPĩl ỊCALCl với giá trị ban đầu ^, ta có giá trị của a là 0,952847864 ( đê 
máy ở chế đọ Rad) 

r = 1,158728473 , đó cùng là tỉ số bán kính của hai đường tròn 


=A tỉ Số hai diện tích là r 2 = 1,342651674. 

Vậy tỉ số diện tích hình tròn tâm A và đường tròn tâm B là 1,342651674. 

BT 5. Cho tam giác ABC có hai góc A = 45°, B = 30° . Gọi D và £ là hai điểm 

tương ứng trên hai cạnh AB và AC sao cho ADE = 60 và diện tích tam giac ADE 

1: __ , , AD 

bằng nửa diện tích tam giác ABC. Tính gân đúng tí so . 


Lòi giải và đáp số 

Áp dụng định lý sin trong tam giác ADE ta có: 

= _AE ^ AD AE = 
sin 75° sin 60° sin 75° 

Áp dụng đinh lý sin trong tam giác ABC: 

AB _ AC ^ APA r-A B2si n -^ 

sin 75° sin 30° sin 75° 

Theo đề, ta có: 



1 _ dtAADE _ AD.AE _ AD 2 sin 60° AD _ sin 30° 

2 ~ dtAABC _ AB.AC - AB 2 sin 30° AB i sin 60° 

ATT 

^ 12 ^- 0 , 5373 . 

AB 
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BT 6. Cho tam giác ABC vuông ở A, đường cao ẠH. Vẽ đường tròn tâm o đường 
kính AH. Đường tròn này cắt các cạnh AB, AC theo thử tự ỏ' D và E. Các tiếp 
tuyến của đường tròn tâm o kẻ từ D và E cắt cạnh BC tương ứng tại M và N. Tính 

diện tích tứ giác MDEN khi AB = 3 V 2 , AC = 5 V 3 . 

(Trích Đề thi HSG MTCT Bạc Liêu 2010) 
Lòi giải và đáp số 

M, N lần luọt là các trung diểm của BH và HC 
AOHN = AOEN; AMDO = AMHO 

^OHN = 4^AHN ; ^MHO = 4^AHB 

^MDEN = 2^abc ~ 18,2712 

BT 7. Cho tam giác ABC có cạnh AB = 6cm, các góc BAC = 85° và ACB = 40° 
Tính gần đúng diện tích tam giác ABC và độ dài đường cao AH của tam giác đó. 

Lòi giái và đáp số 

Áp dụng định lý cosin trong tam giác ABC: 

BC AB ■ 6. sin 85° 

sin 85° ~~ sin 40° ~~ sin 40° 


c _ 1 TD A D/- „;„D_ 1 6 2 .sin55°.sin85° 
S ARr = ^.BA.BC.sinB = ^.- —-7 

ABC 2 2 sin 40° 


Trong tam giác vuông ABH: sin55° AH = 6sin55°. 

BT 8. Cho hình thang cân ABCD có đáy lớn AB ngoại tiếp một đường tròn bán 

kính r = V 3 , góc DAB = 40°. Tính gần đúng độ dài các cạnh đáy và đường chéo 
của hình thang ABCD. 

Lời giải và đáp số 

Ta có AD = BC = -h— (a=40°). 
sincv. 

ĐặtAB = x;CD = y 
X — y = 4rcota 

Thì ■ , . 4r (vì AB + CD = AD + BC) 

x + y = -7—- 

sin a. 


_ 1 + cosa „ 1 -cosa 
Tìm ra x = 2r.— 7— —;-y = 2r,— 7 —— 
sinơ sina 

Theo định lí cosin trong tam giác ABD: 

BD 2 = AB 2 +AD 2 — 2 AB. AD. cos BAD 

. 2 Íl + cosaì ; 4r 2 2 1 + cosa 

= 4r — ~ H— - 8 r .- - —.cosot 

. s i not j sin 2 a sin 2 a 
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Tính ra BD = 2r 

Dùng MTCT ta tính được: AB R 9,5175; CD Rá 1,2608; BD Rí 6,4065. 

BT 9. Cho AB = c; AC = b;BC — ã. A ABC có AB = 4; BC = 6; CA = 9. Đường 
tròn nội tiếp tam giác tiếp xúc với các cạnh AB; BC; CA lần lượt tại M; N; p. Tính 
gần đúng diện tích A MNP. 

Lòi giải và đáp số 

AB = c; AC = b;BC = a . Gọi p là nữa chu vi p = a ~*~k~*~ c • 



Áp dụng định lý cosin trong tam giác AABC có cos A 


b 2 +c 2 -a 2 


Tương tự ta tính được B => c = 180° — A — B 

Lại có: AM = AP = p —a;BN = BM = p — b;CN = CP = p —c 


Vậy 

^MNP = S ABC —S AM p—S BMN —S CN p 

= ịabsinC-ịAM 2 sinA-ịBN 2 sinB—ị-CN 2 sinC 
2 2 2 2 


Vậy S MNP R 0,8522 

BT 10. Cho tam giác ABC có AB = 8,9 lcm ; AC = 10,32cm và BAC = 72° . (Tính 
chính xác đến 3 chữ số thập phân). 

a) Độ dài đường cao BH. 

b) Diện tích tam giác ABC. 

c) Độ dài cạnh BC 

Lòi giải và đáp số 
a) Ta có BH = AB SinBAC = 8,91 .sin72° = 8,474 cm 
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b) Sabc = ị AC.BH = ị ] 0,32.8.474 = 43,726 cm 2 

c) Ta có AH = AB. cosÂ = 8,91.cos72° = 2,753 cm 

Suy ra HC = AC - AH = 10,32 - 2,753 = 7,567 cm 

Do đó BC = VbH 2 + HC 2 = Vb,474 2 + 7,567 2 = 11,361 cm 
Vậy: BH = 8,474 cm; S ABC = 43,726cm 2 ; BC =Il,361cm 

BT 11. Cho hình thang vuông ABCD (BC // AD; B = c = 90°) có AB = 12,35cm; 

BC = 10,55cm ; ADC = 57°. 

a) Tính chu vi của hình thang ABCD. 

b) Tính diện tích của hình thang ABCD. 

c) Tính các góc của tam giác ADC. 

(Làm tròn đến độ ) 

Lời giải và đáp số 

^ AH 10,55 . XIÃ _ 

a) Ta có AD = — ; Nên 

sinD sin 57° 

DH = AH. cot D = 10,55.cot57° 

^ABCD ~ 2AB T BC T DH T AD 

= 2.12,35 + 10,55 +10,55X0157° + 10,55 , =54,68068285 ctn 

sin 57° 

b) Ta có 

c _ (AB + CD).BC _ (12,35 + 12,35 + 10,55.cotg57°). 10,55 
■ ABCD ~ 2 — 2 

= 166,4328443 

c) Ta có : tanÕcÃ = ^ = ^4r Suy ra DCẦ = 41°. Do đó 

HC 12,35 

DAC = 180° - (D + DCA) = 82° 

BT 12. Cho tứ giác ABCD có AB = 2, BC = 3, ABC = ot , tam giác ACD đều. 

Tính gần đúng độ dài đường chéo BD khi a = 130° . 

(Trích đề thi HSGMTCT Thanh Hóa, THPT, 2008-2009) 
Lòi giải và đáp số 
Áp dụng định lí cosin trong tam giác ABC, ta có: 

CA 2 = AB 2 + BC 2 - 2AB.BCcosa 

Thay AB = 2 ,BC = 3,a = l 30° và dùng máy tính, ta tính được: 

CA = 4,551203282. 
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Áp dụng định lí sin trong tam giác ABC, ta được: 

. tTTT-’ BCsinot r—~_ ÍBC.sina 

sinBAC = ——r— =ỉ> BAC = arcsin “ 7 — 

AC [ AC 

Dừng máy tính ta được: BAC = 30,32808045° ■=» BAD = 90,32808045° 
Áp dụng định lí hàm số cosin, ta có: 

BD 2 = AB 2 +AD 2 -2AB.ADCOS BAD 

Thay giá trị của AB, AD = AC, BAD, và dùng máy tính ta tính được: 

BD = 4,981735946 

Vậy đường chéo BD = 4,981735946 (cm). 

<Ễ)ạng2. HÌNH HỌC GIẢI TÍCH TRONG MẶT PHẲNG 
A. ĐƯỜNG THẲNG 

1. Định nghĩa vecto’ chỉ phưong và vecto’ pháp tuyến của đường thắng 
® a được gọi là vectơ chỉ phương (vtcp) của đường thẳng(A) 

a có giá song song hoặc trùng với (A) 

® a được gọi là vectơ pháp tuyển (vtpt) của đường thẳng (A) 



Chú ý: 

e Nếu đường thẳng (A)có vtcp a = (apa 2 ) thì có ta có thể chọn vtpt là 
n = (-a 2 ; ai ) 

© Nếu đường thẳng (A)có vtpt n = (A;B) thì ta có thế chọn có vtcp 
a=(-B;A) 

ĩì ã 

(A) 
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2. Phương trình tham số và phương trình chính tắc của đường thẳng 

Trong mặt phăng (Oxy). Đường thẳng (A)qua M 0 (x 0 ;y 0 ) và nhận 

a = (aj;a 2 ) làm vtcp sẽ có 


Phương trình tham số là: (A): 
Phương trình chính tắc là: (A): 


x = x 0 -Ị-a,t ■ . 

y = y„ + a 2 l ’ 
x-x<> _y-y„ 


a i a 2 


o 





M(x;y) 




M 0 (x 0 : yo) 


o 


3. Phương trình tổng quát của đường thẳng: 

a) Đường thẳng (A) đi qua M () (x 0 ;y 0 ), 

có vtpt n = (A;B) 

(A):A(x-x 0 ) + B(y-y 0 )=.0 

b) Trong mặt phăng (Oxy). Phương trình đường thẳng(A) có dạng: 

(A): Ax + By + C = 0,với A 2 +B 2 ^0 
Chú ý: 

® vtptcủa(A) làn = (A;B) 

• vtptcủa (A) là a = (B;— à) hoặc a = (-B;A) 

• M 0 (x 0 ;y H )G(A)44> Ax () +By () +c = 0 


I \ 


M(x;y) 


M()(x 0 ; yo) 


o 


n = (A; B) 


\ 


Mo(X(>; yo) 

■ X 


a = (-B: A) 
a = (B; -A) 


c) Đường thẳng (A) đi qua A(a;0) và B(0;b) có dạng: — + ^- = 1 

a b 

4. Phương trình đưòng thẳng đi qua một điểm và song song hoặc vuông góc 
vói một đuửng thẳng cho trước 

• Phương trình đường thẳng (Aj) / /(A 2 ):Ax + By + C = 0có dạng 
Ax + By + mị =0 

® Phương trình đường thẳng (Aị) _L (A 2 ): Ax + By + c = 0 có dạng 
Bx — Ay + m 2 =0 

Chú ý: mj; m 2 được xác định bỏi một điểm có tọa độ đã biết nằm trên (Aj),(A,) 
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"ì. 


Aị : Ảx + Bỵ + mị = 0 
/&-A.X + By+Cy =0 



5. Góc giữa hai đường thẳng 

Trong (Oxy) cho hai đường thẳng: 


(Aj): AX| + Byj +C| = 0; (A 2 ): Ax 2 + By 2 +C 2 - 
Gọi tp(o° <ip<90°j ià góc giữa (A 1 );(A 2 ) ta có: 


: 0; 


cosip: 


AjA 2 + b,b 


12 


Từđó: (A | )A(A 2 )oA | A 2 +B ] B 2 =0 

6 . Khoảng cách từ một điểm đến một mặt phẳng 
Trong mặt phẳng (Oxy) cho đường thẳng 
(A): Ax + By+ c = 0 vàđiểmM w (x w ;y 0 ). 

Khoảng cách từ điểm M 0 (x 0 ;y 0 ) đến (A) 
được tính bởi công thức: 

|Ax 0 + By () +c| 


d ( M 0 ;A )' 



x/a 2 +B 2 


it—. 




7. Phương trình đường phân giác của góc tạo bởi hai đưòng thăng 
Trong (Oxy) cho hai đường thẳng: 

(A|): A|X + By+ Cj =0; (Á 2 ): A 2 x + B 2 y + C- 2 =0; 

Phương trình đường phân giác của góc tạo 
bởi (A,),(A 2 ) là: 

A|X + Bjy + Cj ^A 2 x + B 2 y+C 2 —2 

>/a?- + B? a/ÃỊ + B^ 

Hệ quả: Cho đường thẳng (A): Ax + By + c = 0 
và hai điểm M(x M ;yM>; N(x N ;y N ) không nằm trên (A). 

Khi đó: 

® Hai điểm M, N cùng phía đối với (A) khi và chỉ khi: 


/ 
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(Ax M +By M +c)(Ax N +By N +c)>0 u y 

• Hai điểm M, N khác phía đối với (A) khi và chỉ khi:- 

(Ax M +By M +C)(Ax N +By N +c)<0 M 

<3 

B. ĐƯỜNG TRÒN 


1. Phương trình chính tắc 

Đường tròn (C) có tâm I(a;b), bán kính R có phương trình là: 

(c):(x-a) +(y-b ) 2 = R 2 , (l) 

Phương trình (1) được gọi là phương trình chính tắc của đường tròn. 

Đặc biệt: Khi I = o thỉ (C): X 2 + y 2 = R 2 . 

2. Phương trình tổng quát 
Trong mp (Oxy), phương trình: 

X 2 + y 2 - 2ax - 2by + c = 0, vớia 2 + b 2 - c > 0 là phương trình đường tròn 

(C) có tâm I(a;b), bán kính R = \/a 2 +b 2 — c 

3. Phương trình tiếp tuyến của đưòng tròn 

Trong mp(Oxy), phương trình tiếp tuyến với đường tròn (C): 

X 2 + y 2 — 2ax — 2by + c = 0, vớia 2 + b 2 — c > 0 tại điểm Mo(x 0 ;yo) € (C) là: 


A : X 0 X + y () y - a (x + x () ) - b (y + y 0 ) + c = 0. 

4. Phương tích của một điểm đối vói đường tròn 

Cho đường tròn (0;R) và một điểm M cố định. Phương tích của một điểm M 
đối với đường tròn (O) được kí hiệu là P(M/(0)) là một số được xác định như 


sau: P(M / (O)) = d 2 - OM 2 (d = OM). 


Chú ý: 

B P(M / (O)) > 0 =£> M ở ngoài đường tròn 
B P(M / (O)) < 0 M ở trong đưò'ng tròn 
0 P(M / (O)) = 0 => M ở trên đường tròn 
Trong mp (Oxy), phương trình: 

X 2 + y 2 — 2ax — 2by + c = 0,với a 2 + b 2 — c > 0 là phương trình đường tròn 

(C) có tâm l(a;b), bán kính R = Va 2 +b 2 — c . Phương tích của điểm M đối với 
đường tròn (C) là: 


P(M / (O)) = X 2 + y 2 - 2ax 0 - 2by 0 + c 
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5. Trục đẳng phương của hai đường tròn: 

Tập hớp các điểm có cùng phương tích đối với hai đường tròn khác tâm là môt 
đường thẳng vuông góc với đường nối hai tâm. Đường thẳng này được gội là trục 
đẳng phương cựa hai đường tròn đó 


Cách sác định trục đảng pluíơttg 



Định lý: Cho hai đường tròn (c.ị ) và (c 2 ) không cùng tâm có phương trình: 
(c.,):x 2 +y 2 -2 a,x-2b | y+ c, =0; (c 2 ) : X 2 T y 2 -2a 2 x-2 b 2 y + c 2 = 0; 
Phương trình trục đẳng phương của (C|) và (c 2 | là: 

2^ự| — a 2 Ịx + 2(b, — b 2 Ịx + c 2 — C| Ị= 0 


6. Các vấn đề liên quan 

a) Vị trí tương đối của đưống thẳng và đường tròn: 



Gọi IH = d (l,d): Khoảng cách từ tâm 1 đển đường thẳng d 


■ Nếu IH > R => d không cắt đường tròn 
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■ Nếu IH = R =*> d tiếp xúc với đường tròn 
B Nếu IH < R => d cắt đường tron . 
b) Vị trí tương đối của hai đưòng tròn 



c\ 


B (c,)và(c 2 ) không cắt nhau -<=ạ-1,1,->R, +R 2 . 

■ (Cị) và (c 2 ) cắt nhau ^ |Rj - R 2 | < Iịl 2 < Rị + R 2 . 

0 (C|) và (c 2 ) tiếp xúc hgồài vời nhau I|I 2 == R|+R 2 
B (CịJ và (c 2 ) tiếp xúc trong vó'i nhau ^•I|l 2 ';=jR 1 — R 2 | 

C.ELIP 

1. Định nghĩa: Elip (E) là tập cảc điểm M có tổng khoảng cách đến hại điểm cố 
định Fj,F 2 bằng một hằng số. 

H Hai điểm Fj,F 2 được gọi là các tiêu điểm 

■ Độ dài FịF 2 — 2c được gọi là tiêu cự 

» (e) = {m I MF, + MF, = 2a},a> 0,a > c . 

2. Phương trình chính tắc của Elip và cảc yếu tọ -thuộc về Elip 


A V 



0 Phương trình chính tắc: ~ + = 1 với b 2 == ạ 2 — c 2 (á > b) 

' ' a 2 b 2 • . * . J 

* Tâm đối xứng là gốc tọa độ o 
a Trục đổi xứng là trục Ox 5 Oy 

B Tiêu điểm Fị c;0);F 2 (c;ơ) 
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H Tiêu cự FjF, =2c 

B Trục lớn nằm trên Ox, độ dài trục lớn bằng 2a 
■ Trục bé nằm trên Oy, độ dài trục bé bằng 2b 

E Đỉnh trên trục lớn Aị a;0);A 2 (a;ơ) 


■ Đỉnh trên trục bé Bị (0;— b);B 2 (0;b) 

■ Bán kính qua tiêu: với M(x;y) € (e) thì 


MF. = r, =a.+ —X 
a 

MF 7 = r 9 =a ——X 
a 


B Tâm sai: e = — 
a 


D Đường chuẩn: X = ±- 


3. Phương trình tham số của Elip 

„2 ..2 

. X y s t i A ■, /T-^\ 

Từ phương trình chính tăc —- + • i — = 1 ta suy ra phương trình tham sô của (E) 

a 2 b 2 

nh„ S au:(E):hĩ^ t '.l6[0:2 lt ) 


4. Tiếp tuyến của Elip 

2 2 

Phương trình tiếp tuyến của (e) : = 1 tại điểm M () (x 0 ;y o ) € (e) là 

a 2 b 2 

x - x () , y-yọ ■ 


■ = 1 

a 2 b 2 ^ 

5. Điều kiện để đường thẳng tiếp xúc với (E) 


-« --- -' 

2 y2 • Ị ■ ' V 

Cho (e]:—- + -^Y = 1 và đường thẳng A: Ax + By+ C = 0 ,Ịa 2 +B 2 >0j 
a b 

A tiếp xúc với (e) A 2 a 2 + B 2 b 2 = c 2 

í. CÁC Ví Dự ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 


Ví dụ 1. Trong mặt phẳng Oxy, cho tam giác đều ABC có A-(2 ;.i);B('— 1;2). Tìm 
tọa độ điểm c. 

Lòi giải và đáp số 

Ta có AB = VĨÕ. Phương trình đường trung trực củá đoạn thẳng AB là: 
d : 3x — y — 0 . Vì tam giác ABC đều nên c thuộc đường thẳng d =$■ c(t;3t). 
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Mặt khác: CA = CB = AB = 7ĨÕ nên ta có phương trình: 


(t— 2 ) +^3t —lỊ = 1044 + 


J± 


Ti 


' 1-^3 3-3 

2 ’ 2 

'1 + 73,3 + 373' 

2 ; 2 
V 


Vậy có hai điểm c thỏa mãn yêu cầu bài toán: 

c 


1-73.3-373 

. c 

'1+73.3 + 373' 

2 ■ 2 

V ) 


2 ’ 2 

V / 


Ví dụ 2. Trong mặt phăng tọa độ Oxy, cho đường tròn 
ịcj : X 2 + y 2 — 4x — 2y + 4 = 0 và đường thẳng d:x + y—2 = 0. Chứng minh 

rằng d cắt đường thẳng (c) tại hai điểm phân biệt A, B. Tìm điểm M thuộc (c) 

sao cho chu vi tam giác MAB lớn nhất. 

Lòi giải và đáp số 

Đường thẳng d cắt (c) tại hai điểm phân biệt A,B nên tọa độ A, B là nghiệm 


của hệ phương trình: 


x + y-2 = 0 

X 2 +y 2 — 4x —2y + 4 = 0 


X = 1 

y = ĩ 

X = 2 
y = Õ 


Vậy A(1 ;ỉ),b(2 ;0) hoặc ngược lại. Vỉ AB = 77 không đổi nên chu vi tam 
giác MAB lớn nhất khi và chỉ khi MA + MB lớn nhất. 

Gọi M(x;y)e(c)44(x-2) 2 +(y-l) 2 = 1 


Suy ra tồn tại aeÍ0;27t| sao cho: 1* ? 7^. nw 

l J Ị,y = 1 + cosot 

-J(l + sina) 2 +cos 2 q + J(sinq + l)~ + sin 2 0 t 

;a)<27ỉ 
72 + 72 


Ta có 
MA + MB 


A + MB = ^1 + sina) 2 +cos 2 a + J(sin q + 1 )" + sin 2 ^ _ 

\Ỉ2 (7l + sinơ + 7Ĩ + cosa j < 272^Ị] 2 + l 2 j(2 + sinot + costt) 

/ __ 

2 7 Tĩrns Yv - — < +/ 9 +,/? 


= 2^2 + TĨcosỊoí — <4 

Đẳng thức xảy ra khi và chi khi 
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V1 + sin a == V1 + cosa 

• í 

cos Oi — — =1 

4 


TỤ 1 . . 1 

^ Ci = — =>M 2-ị — Ỵ =; 1H— Ỵ= 

4 V2 V2 J 


Vậy chu vi tam giác MAB lớn nhất khi M 2 + ự=;l + ự= 


Ví dụ 3. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC có trực tâm H —;— và 
điểm M(l;4),N(— 1;3) lần lượt là trung điểm của các cạnh BC,CA . Tìm tọa độ 


đỉnh c. 


Lòi giải và đáp số 

Gọi c(x;y), vì M là trung điểm của BC nên B^2 — x;8 —y) 

Vì N là trung điểm của cạnh AC nên a(— 2 — x;6 — y). 

Tacó ÃH= ^ + x;-^ + y ;BC = (2x-2;2y-8) 

^3 3 J 

CH = |-x;|-yj,MN = (-2;-l) 

Vì H là trực tâm tam giác ABC nên 

í 1\ ì 5 'ì 

r—— _ -2 --X - ị-y =0 

ẠH.BC = 0 u J 1 

[CH.MN = 0 2 + x ( 2 X - 2 ) + -22 + y (2y - 8) = 0 

.l 3 i l 3 / 

7 

.y=ị-2\ 

47 -\( n 3 \ . ( ,, V mì 

^ + X (2x-2)+ ---4x-^ =0 

-41-7265... 83 + 7265 

X = ——— 1 -;y = -—:- 

36 18 

44 

-41+7265... 1 + 7265. 

36 ;y ~ 18 

Vậy có hai điểm thỏa mãn yêu cầu bài toán: 

„[-41-7265 83+ 72651. „(-41 + 7265 1 + 7265 1 

M --—-; —i - ; M -—-;-—:- 

36 18 36 18 
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Ví dụ 4. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy cho hình chữ nhật ABCD, biết điểm 
A (—4,8), điểm c thuộc đường thẳng d: 2x + y + 5 = 0, M là điểm đối xứng của 

B qua c, N(5;— 4 ) là hình chiếu vuông góc của B trên MD. Tìm tọa độ hai điểm B 
và c. 


(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2014) 
Lòi giải và đáp số 

Vì điểm c thuộc đường thẳng d:2x + y + 5 = 0 nên c(c;-2c — 5 ) . 


Gọi I là tâm của hình chữ nhật thì I 


^c —4 —2c + 3^ 


Phương trình đường tròn ngoại tiếp 
hình chữ nhật có dạng: 



c — 4 ) f -2c + 3f (c + 4) 2 , (2C + 13) 2 

1 2 J 1 ' 2 J i 2 J [ 2 J 

Do N là hình chiếu của B trên MD, nên đường tròn ngoại tiếp hình chữ nhật đi 

Ị 1 c c 4 — 2c + 3 Íc + 4Ì í 2c T13Ì 

qua N do đó: 5-— -ị 4-——- = —— + —!- . 

2 2 2 2 


Nhận thấy sau khi khai triển phương trình trên ta được phương trình bậc nhất, 
nên sử dụng lệnh (ậm) [CALCl ta được c = 1 => c(l;— 7 ). 


Phương trình ngoại tiếp hình chữ nhật là: X 2 + y 2 + 3x - y - 60 = 0. 
Phương trình đường tròn tâm c(l;— 7 ), bán kính CN = 5 là: 


X + y — 2x + 14y “Ị- 25 — 0 . 

Tọa độ B là nghiệm của hệ phương trình: 
y-60 = 0 


X 2 +y 2 +3x ■ 


X 2 +y 2 -2x + 14y + 25 = 0 




X 2 + y 2 + 3x - y - 60 = 0 
5x-15y —85 = 0 


44 - 


X 2 + y 2 + 3x - y - 60 = 0 


•3y —17 = 0 




X 2 + y 2 + 3x - 
x = 3y + 17 


• y — 60 = 0 


Suy ra: (3y + 17) +y 2 +3(y + 17) —y —60 = 0. Nhận thấy đây là phương 
trình bậc hai, sử dụng lệnh (ỊhỊSỊ ỊõĩẽỊta tìm được y = -4 , y = -7 . 

Với y = —4 thì X = 5 trùng với tọa độ điểm N nên ta loại trường họp này 
Với y = -7 thì X —-4 ta được B (-4;-7). 
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x 2 2 B # 

Ví dụ 5 . a) Chứng tỏ rằng elip (e) : = 1 là hợp của hai đô thị của hai hàm 

số y = fj (x) và y = f 2 (x). Xác định hai hàm số 

b) Tính gần đúng tọa giao điểm của đường tròn (c j có tâm I (5; 3), bán kính R = 2 
2 2 

với elip (e) ; -í- + — = 1. 

K w 25 9 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2011) 
Lòi giải và đáp số 


X 2 

a) Phương trình đường Elip ( E ) : ^ + * 

r\ A-ĩ I • I ì 1_ „ A „ I_; ịk! UAtv 


1 y = =fc 




Do đó elip là hợp của hai đồ thị hàm số: 
y = f, (x) = IV 25 - X 2 ;y = f 2 (x) = V 25 - X 2 

b) Phương trình đường tròn (c) : (x — 5) + (y — 3)" = 4 . 

Vẽ trong mặt phẳng tọa độ, ta thấy VM(x;y) € (c): X > 0,y > 0 
Hệ phương trình cho tọa độ giao điểm cùa đường tròn và Elip: 


(x-5) 2 +(y-3) 2 =4 

y = ±^725-x 2 
5 


,(x > 0,y > 0 ) 


(»-5) ĩ +(y-3 ) ĩ 

y=ỉv/25-x 2 

5 


• 

(x-5) 2 + 

[5 



-X 2 


25 — X 2 -3 


=4 ( 1 ) 

Dùng chức năng (ỊhD (ỊỊÃẸệ) giải phương trình (1) ta được 
X, «3,10868;x 2 «4,7006. 

Dùng chức năng ÍCÃĨclđể tính các giá trị tung độ giao điểm 
y, «2,34968;y 2 « 1,02253 

Vậy đường tròn cắt (E) tại hai điểm A ( 3 , 10868 ;2,34968);B ( 4 ,7006; 1 , 02253 ). 
Ví dụ 6. Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy cho điểm C(2; 0) và Elip (E): 

— —I- y 2 = 1 . Tìm tọa độ các điểm A, B thuộc (E) biết răng CA = CB và góc 
4 

ẤCB = 90°. 

Lòi giải và đáp số 

Giả sử A(x 0 ;y 0 ); -2<x w <2 
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Vì CA = CB nên B(x () ;—y 0 ) 

Gọi H là chân đường cao hạ từ đỉnh c=4> H(x () ; oj 
TừHA-HB 

|y 0 1 = 2 -. x 0 ^ ^ 4 ~ x ổ = 2(2 - x 0 ) 

' [ x 0 =2(l). 

44>5x ( Ị-16x () +12.-0-^ 6 , . 4 

; . ■X 0 =|(th)^|y 0 | = ^ 

t«i: A í 6 4Ì _Í6 4Ì , . (6 4ì (6 4ì 


Vậy A f;B A ; vA hoặc A 2Ị;-A ;B 

■ ■ 1-5 5.rÌ5’.: 5J (5 5 j D ( 5 j 

Ví dụ 7. Cho tam giác ABC cân tại A nội tiếp đường tròn có bán kính R = 
2012,2Ọ 13cm. Tính giá trị lớn nhất độ dài đường cao BH ? 

(Trích Đề thi HSG MTCT Quốc Gia 1013, Bộ Giáo Dục) 
Lòi giải và đáp số 4 


Đặt BẠC = 2x 0 < X < ^ . A ABC cân tại A nên: 

2 / 


B = c = -ị- (lĩ — 2x) = — X 

' 2 : : 2 

Áp dụng định lý hàm số sin trong A ABC: 

AB 


=4- AB = 2RsinC = 2Rsin _ — X =2Rcosx 

(2 J 

A ABH vuông tại H, nên: 

BH =ẠB.sin2x . = 2R.cosx.sin2x 

<í=> BH = 4R.sinxcos 2 X = 4Rsinx.(i —sin 2 X) 

Đặtt-sinx ( 0 < t < 1) và y = BH 

Có y = 4RlỊl - t 2 j = 4 rỊ- 1 3 + tj, 

(0 < t < 1); y / = 4R(—3t 2 +1); y , =0^t=±-Ị 


Bảng biến thiên 



X 

0 


1 

4i 

1 

ỹ 

+ 

0 

— 



CĐ 


y 
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,ỉj SrS 8.2012,2013x^3 

Suy ra: mạxy = y(— 7=) = — ■— — =-3097,900300 

. (0;iỊ V3 9 9 . 

Đáp số: 3097,9866 cm 2 

Ví dụ 8. Trong mặt phẳng Oxy, cho cảc đường thẳng: 

dj: 3x —y +5 = 0; d 2 : 2x — 3y — 6 —0; d 3 : 2x + y — 3 — 0. Hai đường thẳng 

(dj) và (d 2 ) cắt nhau tại A; hai đường thẳng (d 2 ) và (d 3 ) cắt nhau tại B; hai 

đường thẳng (d 3 ) và (dị ) cắt nhau tại c. 

a) Tìm tọa độ cùa các điểm A, B, c (viết dưới dạng phân số). 

b) Tính gần đúng hệ số góc của đường thẳng chứa tia phân giác trong góc A của 
tam giác ABC và tọa độ giao điểm D cùa tia phân giác đó với cạnh BC. 

c) Tinh gần đúng diện tích phần hình phẳng giữa đường tròn ngoại tiếp và đường 
tròn nội tiếp tam giác ABC. Kết quả làm tròn đên 2 chữ sô lê thập phân. 



@ (sen ® [2] ® CD mi @ (3) 13 E) @ @ m (BI ts 

®mmcB 

Ẩn (=) ta được kết quả: a « 1.3093 

Đường thẳng chứa tia phân giác At là đồ thị của hàm số: y = ax + b, At đi qua 
điểm A(—3; - 4) nên b = 3a - 4. 

Tọa độ giao điểm D của At và BC là nghiệm của hệ phương trình: 

2x + y = 3 
ax —y = —3a + 4 

Giải hệ phương trình băng cách bâm máy ta được kêt quả: D(0,9284; 1,1432) 
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c) AB : 


BC 


15 


+ 3 


15 , 2 
~8~ + 5 


Ý 

3 

+ 

4-- 


4 J 

\2 

19 

■ + 

— + - 


5 . 


A {Tính và gán cho biến A} 


B 


CA =, 



19 .) 

+ 

[= +4 J 


m,-, „_ A + B + c _.. 

Gán p =-—-> D (Nửa chu vi p) 

Diện tích của tam giác ABC: s = ^d(D- A)(D —B)(D-C) —> E 


Bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC: R 


abc 


4S 


ỊALPHAị o ỊALPHAl ra ỊALPHAl (ỊịỹpỊ (3 CD GD ỊALPHAl [cõs] rn |SHIFT| ÍRCLÌ 


Bán kính đường tròn nội tiếp tam giác ABC: r = —. 

p 

Diện tích phần hình phang giũa đường tròn nội tiếp và đường tròn ngoại tiếp 
tam giác ABC là:S = irR 2 - TU ' 2 =7íỊr 2 -r 2 j«46,44(cm 2 ) 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

ị . _ , . . , x 2 y 2 

BT 1. Tính gân đúng toạ độ hai giao điêm của elíp — + 2— = 1 và đường thăng 
5x + 6y —7 = 0. 

Hướng dẫn giải 

Tọa độ giao điểm của Elip và đường thẳng là nghiệm của hệ phương trình: 

„2 ..2 
x +ỵl=i 


9 4 

5x + 6y — 7 = 0 


Giải hệ này ta được hai cặp nghiệm sau: 


X, «2,5989 fx 2 «-0,8916 
y, «-0,9991’ |y 2 «1,9096 


, 12 3 213 

BT 2. Trong mặt phăng với hệ trục Oxy cho đường thăng A: -r 1 X + -r y — -2— = 0 

5 7 35 

và hai điểm A(30; 8), B(-l; 40) . Tìm điểm M trên đưòìig thẳng A sao cho chu vi 
tam giác MAB nhỏ nhất. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2011) 


27T 



CĐBD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Plus_ Trần Đình Cư _ 

Lò’i giải và đáp số 

Gọi A' là đường thẳng qua A và vuông góc với A 

.,3 12.. 222 _ A 
A':^x--f y-~rz L = 0 . 

7 5 35 

Gọi I = A n A' có tọa độ là nghiệm của hệ phương trình 

84x + 15Y-213 = 0 íx = 2 
15x-84y-222 = 0 ^ |y = 3 

Gọi A' là điểm đối xứng của A qua I => A'(—26;— 2 ) 

Phương trình đường thẳng qua A'B:42^x + 26j — 25 (y+ 2^ = 0 
M = A n A' B nên tọa độ M là nghiệm của hệ phương trinh 
Í84x + 15y —213 = 0 |x M Ri -3,774725275 

[42x - 25y +1042 = 0 ^ jy " « 35,33846154 
BT 3. Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, cho tam giác ABC với A(3; 5),B(0; 9),C(2; 2). 

a. Tính theo độ, phút, giây số đo góc A của tam giác ABC. 

b. Gọi A là đường thẳng di động luôn đi qua A. Tính gần đúng giá trị lớn nhất của 
tổng các khoảng cách từ BvàC đến À. 

Lời giải và đáp số 



d = d(B, A) + d(C, A) < max{2AM;BC} = BC = V53 
Đẳng thức chỉ xảy ra khi khi A-LỔC 
Vậy d max = BC = V53 7,28011 

BT 4. Cho tam giác ABC cân tại A và nội tiếp trong đường tròn bán kính 
R = 2009,2010 . Tính gần đúng giá trị lớn nhất độ dài đường cao BH của tam giác 
ABC. 

Hướng dẫn giải 

Đặt BAC = 2x 0 < X < ^ thì B = c = — - X 

2 2 
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Ta CÓ AB = 2R.sinC =2R.sin ~-x =2R.C0SX 

2 

\ / 

BH = AB.sin2x = 2R.cosx.sin2x = 4R.sinxcos 2 x = 4R.sinx.Ịl - sin 2 xj 
Đặt t = sinx (o < t < l) thì BH = 4R.(t - 1 3 ) 

Xét hàm f(t) = 4R.(t - t 3 ),t € (0;l), tìm ra maxf(t) = f [4=1 = 

' (Ô;I) [Si 9 

Đáp số: BH min « 3093,3673. 

BT 5. Tính gần đúng tọa độ giao điểm của paraboi (P): y = X 2 — 3x — 4 với Elip 
(E) có độ dài trục lớn bằng 10 và hai tiêu điểm Fj (-4; 0 ), F 2 (4; 0 ) 

Lòi giải và đáp số 

Elip (E) có a = 5; c = 4 => b 2 = a 2 - c 2 = 9 =>• b = 3 

2 2 

Suy ra phương trình chính tắc của (E) là: — + — = 1 

25 9 

Hệ phương trình cho tọa độ giao điểm của (P) và (E) là: 

— + — = 1 ^ 9x 2 + 25(x 2 - 3x - 4) 2 - 225 = 0 (1) 

y = X 2 — 3x — 4 [ y = X 2 — 3x — 4 (2) 

Dùng chức năng TABLE đê tìm các khoảng chứa nghiệm của phương trình (1). 
Dùng chức năng SOLVE, lần lượt lấy các giá trị đầu là -1,5; -0,5; 3; 4, ta 

tìm được 4 nghiệm: Xị «-1,518012002 ; x 2 «-0,304317517 ; 

x 3 «3,531289221; x 4 «4,291040299 

Suy ra tung độ các giao điểm: 

yj » 2,858396446 ; y 2 « -2,994438298 ; 
y 3 «-2,123864101; y 4 «1,53990595 

Vậy có 4 giao điểm của (P) với elip (E): 

M(-l,51801;2,85840), n(-0,30432; -2,9944^ 

p(3,53129; -2,12386), ọ(4, 29104 ; 1 , 53991 ) 

BT 6. Cho tam giác ABC có cạnh 12,25cm, các trung tuyến AA\ BB\ CC’ cắt 
nhau tại o. 

a) Tính diện tích tứ giác BC'B'A' và BC'B'C. 
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b) Cho tam giác AOB quay quanh OA. Hãy tính thể tích và diện tích toàn phân 
của hình được sinh ra. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Quốc Gia 2012) 
Lòi giải và đáp số ' 

a) S Dn . R , A , =ịBB'.C'A'(BC , B , A’- là hình thoi) 

' DvJ b A 2» 

s„„, nt _ = — (C'B'+ BCÌ.HA' (H là giao điểm B’C’ và AA\ BC’B’C là hình 

BC'B'C 2 V / 

thang cân) 

^BC’B'A' ^ 32,4895 ; S BC .g. c ~48,7342 

b) Ta có 

V = ị TT A' B 2 . AAị A' B 2 .0 A 
3 3 

S = 'K.A'B.(AB + OB)(Sxq hình nón sinh ra bởi A + Sxq hình nón sinh ra bởi O) 
V«277,8538cm 3 ;S«371,8093cm 2 

BT 7. Trong mặt phẳng Oxy, cho. elip (e):j^ + y- = 1 và đường thẳng 


d: y = 20x + 12 

a) Tìm gần đúng tọa độ giao điểm A, B của (E) vàd. 

b) Tìm gần đúng tọa độ điểm M thuộc (E) sao cho tam giác MAB có diện tích lớn 
nhất. 

Lòi giải và đáp số 

a) Tọa độ giao điểm A, B của (E) và d là nghiệm của hệ phương trình: 

x 2 y^ = 1 Ịy = 20x +12 

6 2 ^ |x 2 +8Í20X + 12) 2 =16 

y = 20x + 12 l ' ’ 

Giải hệ phương trình ta tìm được: 

A(-0,5299; 1,4017) 

B(-0,6697; -1,3943) 

b) Gọi M(x 0 ;y 0 )e(E)=ỉ>x 2 +8y 2 =16 


SM*B=5< 1 ( M . AB )=2 d ( M ’ d )' AB 

Do AB không đổi nên S MAB lớn nhất khi d(M,d) lớn nhất. 


d(M,d) = 


20x, 


, - y 0 + 12 | < ị 20x o yọ 


^|m 


A o -y 

V4ÕI 


■+ 


12 

Vĩõĩ 
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Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có 


l 20 x ()-y<)| = 


20x„ 


2V2 


.2 Vỉ; 


y<) 


<^400 + ÌẶ 2 +8y 2 =V642Õ 


Dấu “=” xảy ra <+> 


2Ox o -y 0 >0 


x n 

^- = -8y 0 

20 7 ° 

x ( 2 )+ 8 y ( ) = 


16 


Giải ra ta được giá trị x () ,y () từ đó suy ra tọa độ điểm M. 

Đáp số: M(3,9994; -0,0250) 

Chú ý: Ta có thể giải bằng cách lượng giác hóa tọa độ diểm M hoặc viết 
phương trình tiếp tuyến của (E) song song với d. 

BT 8. Trong mặt phẳng với hệ tọa độ Oxy, cho đường thẳng A: mx + 4y = 0 và 
đường tròn (c): X 2 -tr y 2 — 2x — 2my + m 2 — 26— 0 có tâm I. Tìm giá trị gần đúng 
của m biết đường thẳng A cắt đường tròn (c) tại hai điểm phân biệt A,B thỏa 

mãn diện tích tam giác IAB bằng 10. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Quảng Ninh 2012) 
Lời giải và đáp số 

Đường tròn (c) có tâm l(l;m),R = 3V3 . 

Gọi H là trung điểm của dây cung AB. Ta có 1H là đường cao của tam giác 1AB. 
|5m| 


IH = d(l,A): 


7 


:;AH = Via 


ih 2 = 


432 + 2m 


m 2 +16 


rrr +16 


Diện tích tam giác IAB là S IAB = 10 <+ 2S ỊAH 

Í432 + 2m 2 5m 


Diện tích tam giác IAB lí 

<^d(ỉ,A).AH = 10^ị- 
■ặỳ m 4 — 152m 2 +512 = 0 


+ 16 tJị 


+0 

= 10 


m 2 +16 


Giải phương trình bậc bốn này ta được: 
m Ri 12,1812; m Rí— 12,1812;m £+1,8586; m Rá— 1,8586. 

2 2 

BT 9. Trong mặt phẳng với hệ trục Oxy cho elip +: = l và đương thẳng 

(A) : +x-2y + 4 = 0. Gọi B, c là giao điểm của (à) và (e), y B >y c và A là 
điểm trên Ịe) sao cho khoảng cách từ A đến (a| là lớn nhất. Tìm điểm M trên 
(Ej để khoảng cách từ M tới đường thẳng AB là lớn nhất. 
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Lòi giải và đáp số 

Gọi MỊ272sìnt;2costỊe(E],t€[0;2'ĩrỊ, ta cỏ: 


|(A:(A)) = 


4sint —4cost + 4 


Như vậy dỊA;(A)) lớn nhất khi sin 

d(A;(A)) = 0^sinỊt-^Ị = --L: 



4V2sin 

1T 

t~~ 

+ 4 

1 _ 


4j 




lĩ 


= 1=> t: 


3tĩ 


- a( 2 ;—>/ 2 ) 


t = 0=^B(0;2) 

t = Y =^cỊ-2V2;oỊ 


Phương trình (ab]:Ị 2 + V 2 Ịx + 2y — 4 = 0 

(2 + yỊĩ^lyịĩsint + 4cost — 4 
d(M;(AB))= v ’ 



Như vậy cỉ(m,(ab)) lớn nhất khi 
sin 


TT 

t+ 8 


, , „ llir . [- . 3tt . 3tĩ 

= — 1 t = —NI — 2 V 2 sin—A;—2cos : ~— 

8 8 8 


M: 


x« -2,61312593 
y R3 -0,7653668647 


BT 10. Cho đường tròn (C): X 2 + y 2 - 4x + 5y - 4 = 0 . Tìm A, c ( không trùng 
với gốc tọa độ) lần lượt thuộc trục hoành và trục tung, sao cho tồn tại B, D e(C) 
để ABCD là hình vuông. 

Lòi giải và đáp số 

Gọi A(a,0); C(0,c), do ABCD là hình vuông nên đường thẳng (AC) qua tâm 


1(2;-“) của đường tròn (C), ta có phương trình: 

2 5_ 1U __ 4c 

— — = 1 hay a = — _ 

a 2c 5 + 2c 


( 1 ) 


Gọi M là tâm của hình vuông ABCD, ta có M 


a c 

2 ; 2 


và 
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IM 2 = ID 2 -MD 2 


R 


AC 


Hay ta có phương trình 


\ 

^ a 

2 

5 c 

2-- 

2j 

+ 

2 + 2, 


57 a 2 +c 2 

4 ' 


Kết hợp với (1) ta có phương trình 

\2 


4c 


14- — ——- I + (5 + c) =57 — 1 — - 1 -T-c 

( 5 + 2cj 1 ’ (5 + 2cJ 

Nhập phương trình vào máy tính và giải ta được hai nghiệm là: 

c = 1.5937 và c =-1.2786 

Từ đó, ta có hai bộ điểm A.c là (c(S.7.S937°V Ịc(ã- L2786) 

Vâ v /Ạ<0.7786;0) và ÍA(-2.0937;0) 

• y \c(0; 1.5937) \C(0;-1.2786) 

BT 11. Tìm giá trị đúng cửa m và n để đường thẳng (d): y = mx + n là một tiếp 

tuyến của (E): ~ -■ 1 tại A( 1; 2) và (E) đi qưa điểm B(-2; \Ỉ3 ) 

a 2 b 2 

Lời giải và đáp số 

Thay tọa độ A và B vào phương trình của elip và giải hệ ta được: 
a 2 =13; b 2 =^ 


4 


4c 


\2 


„2 .,2 
X y 

Ta được phương trình + 4— = 1 
13 13 


' ' Ix 2y 1 

Tiêp tuyên tại A( 1; 2) có phương trình : J^- + Yj = l<^y = — g X + 


13 

6 


Dođó:m = — 4; n = -2- 
6 6 

BT 11. Cho tam giác ABC nhọn, có chân ba đường cao nằm trên các cạnh BC, 
CA, AB lần lượt tương ứng là M(—1;—l);N(3;5);P(—4;l). Tìm tọa độ trực tâm 

tam giác ABC. 

Lòi giải và đáp số 

H chính là tâm đường tròn nội tiếp tam giác MNP. 

Áp dụng công thức: 
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_ NP.x m + PM.x n + MN.Xp 

Xh ~~ NP + PM + MN 

NP.y M + PM.y N +MN.y p 

yH NP + PM + MN 


Ta suy ra được tọa độ điểm h(— 1,38197;0,90983) 

BT 12. Cho đường tròn (c):x 2 +y 2 -6x - 12y +44 =0 và Parabol: 

(pỊ: y = 9 - X 2 . Trên (C) ta lấy điểm A, trên (P) ta lấy điểm B. Xác định 

khoảng cách ngắn nhất có thể có giữa hai điểm A và B. 

Lòi gỉải và đáp số 

AB ngắn nhất khi và chỉ khi IB ngắn nhất và A, B, 1 thẳng hàng. 

Khi đo: AB min = lB min — 1 

Giả sử bỊx; 9- X 2 j. Khi đó: IB 2 = f(x) = X 4 - 5x 2 - 6x + 18 


Khảo sát hàm số f(x) trong khoảng (0;3j ta được min f(x): 


1 + 


4Ĩ 


Suy ra AB mìn = 



-1 


AB ■ «0,220602478. 

min ’ 

BT 13. Tính diện tích tam giác ABC nếu phương trinh các cạnh của tam giác đó là: 
AB: X + 3y = 0; BC: 5x + y - 2 = 0; AC: X + y - 6 = 0. 


Lời giải và đáp số 

Tìm tọa độ các điểm A , B , c bằng cách giải các hệ phương trình tương ứng. 


A(9;—3); B 


3 

ĩ'~ĩ 


;C (-1; 7) 


Tìm tọa độ các vectơ AB và AC 

60 20 ì 


AB 


; AC = (-10;10) 


7 ’ 7 , 

Tính diện tích tam giác ABC theo công thức 
„ 1 


AB 2 .AC 2 


AB.AC ị 2 = -- 
7 


BT 15. Tính gần đúng giá trị cùa a và b nếu đường thắng y = ax + b là tiếp tuyến 
2 2 

của elip + 1?' ẽ' ao điểm có các tọa độ dương của elip đó và parabol 

y 2 = 2x 
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Lòi giải và đáp số 

Tính tọa độ giao điểm có tọa độ dương của elip và parabol đã cho bằng cách 
giải hệ phương trình 



y 2 = 2x 


Gọi tọa độ đó là (x () .y o j thì phương trình tiếp tuyến của elip tại điểm đó là 


x „ y» . 4x„ 4 

Q X + T‘ y = 1 hay là y = ~7Ẽ l ^ + Z~- 
9 4 9 y<) y<> 

Do đó a = — “4 và b = —. 

9 ỵ<) y<> 

a«-0,3849; b« 2,3094 

BT 15. Cho hai điểm A^2;—2j;B(3;0) và đường tròn C): X 2 + y 2 + 4x—2y—5= 0. 

Tìm tọa độ gần đúng tất cả điếm M thuộc (C) sao cho tam giác ÀMB có diện 
tích bằng 7. 

Lòi giài và đáp số 

Phương trình đường thẳng AB: 2x - y - 6 = 0 
Giả sử M(x 0 ; yo). Ta có 

S AMB =T AB.d(M, AB) = 7 ^ |2x 0 - y () - ó| = 1.4 

Tọa độ điểm M là nghiệm của hệ: 1' 0 ^9 ^1 14 

& Ị(x 0 +2) 2 +(y 0 -l) 2 = 10 


Đáp số: 

M(-l,91938; 4,16125) hoặc M(-4,48062; -0,96125) 

BT ló.Trong mặt phẳng Oxy, cho điểm AÍl;l). Hãy tìm điểm B trên đường thẳng 
y = 3 và điểm c trên trục hoành sao cho tam giác ABC đều. 

Lòi giải và đáp số 

Cách 1: Gọi B(b;3),c(c;0). Vì tam giác ABC đều nên 


AB=_AC 

ỊaB;AcỊ = 60° 




(b-l) 2 +4 = (c-l) 2 +l 

(b-l)(c-l)-2 lo 

^(b-l) + 4 .^( 0 -!)" +1 


, 3 + 4^3 __ 3 + sS 

b = --;c =-- 

3 — 4 Vi 3 — 5x/3 

b= 3 ;c= 3 
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Vậy CÓ hai cặp điểm cần tìm là: 

j 3 + W 3 j (3 + 52/3 ) J 3 - 4^3 J (3 —52/3 ^ 

B -;3 ,c — L --—;0 hoặc B - 7— ;3 ,c -— f— -;0 

3 3 3 3 


Cách 2: Ta có thể giải hệ phương trình sau: 

ÍAB = AC (b-l) 2 +4 = (c-l) 2 +l 
tAỈ = BC«|( b _ 1 j2 +4 = ị b _ c j2 +9 

BT 17. Trong mặt phẳng Oxy, cho đường tròn (c):(x — 1 ) + (y — 2 ) =5 . Tìm 
điểm M trên (c) sao cho khoảng cách từ điểm M đến đường thắng 
d: 3x — y +1 = 0 đạt giá trị lớn nhất, đạt giá trị nhỏ nhất. 

Lòi giải và đáp số 

Giả sử M(x;y) € (c) (x — l) 2 + (y — 2 )” = 5 

T , rí |3x-y-l| |3(x-l)-(y-2)| 

Tacó d(M,d) = . : -----T = . 7= - 


3 2 +í-lf 


Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopski ta có: 

|3(x — 1 ) — (y — 2)1 < J( 9 + 1 ) (x-l) 2 +(y-2) 2 =5yfĩ 

+>0<d(M;d)<^ = VÌ 
v ' V10 

Giá trị nhỏ nhất của d(M;d) bằng 0 khi: 


,« x_1 ^' y 2 4^ 

Ị(x-l) +(y-2) =5 X = 1 + T y = 2 + 4 

V2 V2 

Giá trị lớn nhất của d(M;d) bằng 2/5 xảy ra khi 


M rk 2 k 

.Ả. 1.3 

M 1 -j— Ỵ= ‘ 2 H— Ỵ= 

v2 V2y 


X —1 y —2 X = 1 j=,y = zi rviỊi— 7 =,z- r—f= 

3 - ~L « 4 4* , V 

(x-l) 2 +(y-2) 2 =5 Ịx = l + A y = 2 __L ỊmỊh--|;2- + 


x-1 J=,y — 2 H ^ MI '^--,2 + ^- 
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BT 18. Cho hai đường thẳng Aj, A 2 và các điểm 
A, B, M, N như hình (1). Biết rằng trong mặt 
phẳng với hệ tọa độ Oxy có A(-4;l);B(4;l), 

phương trình Ạ|: yịĩ.x — y + 2\Ỉ3 = 0 và phương 

trinh A;>: \I 3 .X .-y. \Ỉ3 = 0. Tìm giá trị bé nhất 

của tổng AM + MN + NB. 

Lòi giải và đáp số 
Gọi B’ là điểm đối xứng của B qua 
hai đường thẳng Aị và A 2 , A’ là điểm 

đổi xứng của A qua Aị. 

Khi đó: 

(am ị MN.+ NBÌ 
= A’B’ + d(D,;D 2 ) n,in 

Tọa độ: 


A,- 


A| . 


A 

hv 






A' 


□- 


N 

B 


' S-2 1-lS' 

,B' 

2 V 3 -II 2 + 9 V 3 ' 

2 2 

V .) 


i 4 4 J 


A' 


A'B' = 7p, d(A,;A 2 ) = ^A 

BT 19. Trong mặt phẳng .Oxy cho tam giác ABC với các đỉnh A(2; 6), B(-l; 1), 
C(-6; 3). Gọi D và E là chân các đường phân giác cùa góc A trên đường thẳng BC. 
Tính diện tích tam giác DAE. 

Lời giải và đáp số 

Ta có: ịAE ): 5x -3y + 8 = 0; (ẨC): 3x-8y + 42 = 0; (BC) :2x + 5y-3 = 0 
Phương trình các đường phân giác của góc A: 

c c -> \ í -1 o \ / 


5 . 3 -3 8 \ _( 42 8 

734 jnr + {jĩĩ + jĩĩ) y ~{ 7 n-jĩĩ 

5 ■■■ 3 Ỵ ." ( -3 8 ì (-42 8 

SÍĨ4yn) x ỊVm",/?!/ IVtTTm 

Giao điểm của các đường phân giác với (BC) là: 

D(9, 746112158;—3,298444863), E(r 3,02816344; 1,811265376) 

S DAH = ị AD xAE ■» ị X12,10220354 X 6,544304801 


■’DA !■: 


í 39,60025435 




Cơ sở lý thuyết 

1. Khối chóp có cạnh bên vuông góc đáy 

■ Một hình chóp có một cạnh bên vuông góc với đáy thì cạnh bên đó chính là 
đường cao. 

» Một hình chóp có hai mặt bên kề nhau cùng vuông góc với đáy thì cạnh bên 
là giao tuyến của hai mặt đó vuông góc với đáy. 

2. Khối chóp có mặt bên vuông góc vó i đáy 

■ Đối với khối chóp có mặt bên vuông góc đáy ta thường dùng định lý sau đê 
xác định đường cao 

(ot)l(P) 

(a)n(P) = dỉ 11(P) 

a c (a) 

ald 

3. Khối chóp đều 

a) Định nghĩa: Một hình chóp được gọi là hình chóp đều nếu đáy của nó là một 
đa giác đều và các cạnh bên bằng nhau 

b) Kết quả: Trong hình chóp đều 

© Đường cao hình chóp qua tâm của đa giác đáy 
© Các cạnh bên tạo với đáy các góc bằng nhau 
® Các mặt bên tạo với đáy các góc bằng nhau 
Chú ý: 

e Đề bài cho hình chóp tam giác đều (tứ giác đều) ta hiểu là hình chóp đêu 
® Hình chóp tam giác đều khác với hình chóp có đáy là đa giác đêu vì hình 
chóp tam giác đều thì bản thân nó có đáy là tam giác đêu và các cạnh bên băng 
nhau, nói một cách khác, hìrih chóp tam giác đêu thì suy ra hình chop co đay la tam 
giác đều nhưng điều ngược lại là không đún^ 

® Hình chóp tứ giác đều là hình chópỵềqu có 
đáy là hình vuông. / 

4. Mặt cầu ngoại tiếp khối đa diện / 

a) Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp có câc đỉnh Ị 'x 

nhìn hai đỉnh còn lại dưól 1 góc vuông Ị N. 

Chẳng hạn cho tứ diện ABCD Ị__ --D 

ABD = ẤCD - 90° 

Lúc đó mặt cầu ngoại tiếp ABCD có: 
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Tâm o (O là trung điểm của AD) và bán kính R = —. Thật vậy, hai tam giác 
vuông ABD và ACD có chung cạnh huyền AD . 


Nên OA = OB = oc = OD = - 


b) Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp có các cạnh bên bằng nhau 



0 


0 


0 


Hình chóp S.ABC... có các cạnh bên bằng nhau (sa = SB = sc =...) 

Vẽ SOI (ABC...), SO là trục của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC 

Trong mặt phẳng (soa) , đường trung trực của SA cắt so tại I 

=> I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC... 

Bán kính của mặt cầu nói trên là R = IA = IS và ta có: 

SA.SM = SO.SI (Hai tam giác SAO và SIM đồng dạng) 


Do đó: 


SO 2SO 


c) Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp có cạnh bên vuông góc vói đáy 


Hình chóp s. ABC... có 

* Một cạnh bên vuông góc với đáy, chẳng han 
< SA 1 (ABC) 

* ABC... nội tiếp đường tròn(O) 

0 Vẽ trục đường tròn ngoại tiếp ABC ... 

đó là đường thẳng d qua o và vuông góc với (ABC) . 

■ Trong (d,SA) , đường trung trực của SA cắt d 



r\ o c 
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tại I => I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC ... 

0 Bán kính mặt cầu là R = IA = 

d) Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp có mặt bên vuông góc vói mặt đáy 

Cách xác định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp có một mặt bên 
vuông góc với mặt đáy( Giả sử là (SAB) 1 (ABCD)) ta thục hiện như sau: 

0 Dựng trục Aj của đường tròn nội tiếp ASAB 
Dựng trục A 2 của đường tròn nội tiếp tứ giác ABCD 
B Ta có A, và A 2 cùng thuộc mặt phẳng trung 
trực của đoạn thẳng AB=> Aj nAj = 0, o là 
tâm mặt cầu ngoại tiếp. 

■ Trong cách dựng ta có ASGO vuông tại G và 

R = os 

5. Các công thức tính thể tích 

^ , , 1 . ., 

H Thê tích khôi chóp: V = — B X h , Với B là diện tích đáy, h là chiêu cao 

H Thể tích khối lăng trụ: V = B X h 

_ 2 ..... í. 1 . , 4 „, . , 

■ Thê tích khôi cấu: V = 4-TiR , R là bán kính mặt câu 

3 

■ Thể tích khối nón: V = ^7ĩR 2 h , R là bán kính đường tròn đáy 

° Thể tích khối trụ: V = Bh = 7iR 2 h , R là bán kính đường tròn đáy 

I. CÁC VÍ DỤ ĐIỂN HÌNH THƯỜNG GẶP 

Ví dụ 1. Cho tứ diện SABC có đáy ABC là tam giác đều cạnh 3a, mặt phẳng 
(SBC) vuông với mặt đáy, các góc SAB = SAC = 45°. Tính thể tích khối tứ diện 
SABC và khoảng cách từ trung điểm I của cạnh BC đến mặt phẳng (SAB). Áp 
dụng với a = 5,2014cm. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Huế 2014-2015) 
Lòi giải và đáp số 

Ta có: ASAB = AS AC (c - g - c) => SB = sc hay ASBC cân tại s. 

ÍSBCÌ J_ ÍABCÌ 
(SBC)n(ABC) = BC 
SI 1BC 


=>si±(abc) 
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Thể tích khối tứ diện SABC là: 
v _l e CT _1 9a 2 V3 3aVó 27a 3 V2 

3 S abc- 1 3 - 4 • 4 16 


Tacó V SABl ={s SAB .d(l,(ABl))=>d(l,(ABl))=^W 

J Ố SAB 

Mà 


V _1„ _ 27a 3 V2 

V SAB1 2 V SABC - 32 ’ 

S SAB = isA.AB.sin45° +27a 2 .3a.^ = ^a 2 

Nên d(ĩ,(SAB)) = - ^ABI = 8 . = ^ỊẤ 

1 v S SAB 32 27a 2 4 

Với a = 5,2014 thì V » 335,8300cm 3 và d(l,(SAB))«5,5169cm . 


Ví dụ 2 . Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C', biết độ dài cạnh bên là 2V5 cm, đáy 

là tam giác ABC vuông tại A, AB = \Ỉ5 cm, AC = VĨ5 cm và hình chiếu vuông 
góc của đỉnh A' trên mặt phẳng (ABC) là trung điểm của cạnh BC. 

a) Tính thể tích khối chóp A'BCC'B'. 

b) Tính góc giữa hai đường thẳng AA' và BC. 

(thê tích tinh theo đơn vị cm 3 , góc giữa hai đường thằng làm tròn đến độ, phút) 

(Trích Đề thi HSG MTCT 12GDTX, Bộ 2013) 
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Lòi giải và đáp số 

a) Gọi H là trung điểm BC 
Suy ra AU I (ABC) 

và AH = -BC = ịVAB 2 +AC-=ịV2Õ = V5 
2 2 2 

Do đó A'H 2 =A'A 2 -AH 2 =15 

=> A'H = VĨ5 

2 

: 3 
2 


Vv.BCCB' 


-V 


ABCA’B'C' 


A'H.S abc »1 l,1803cm 3 



b) Tính góc giữa hai đường thẳng AA' và BC 


Trong tam giác vuông A^H tại A’ có: HB’ — Va H' + A B ■ — 2y[E 
Nên tam giác BB'13 cân tại B 

Gọi a là góc giữa hai đường thẳng AA ; và BC thì B'BH = a 


Tính được cosa = 


V5 _ 1 

2.2V5 ” 4 


=>a*75°31\ 


Ví dụ 3. Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang 

BÂD = ẤDC = 90°; AB = 5,12; AD = 2,14; DC = 3,14; sA = 4 
và vuông góc với mặt phẳng ^ABCDỊ. Gọi G là trọng tâm tam giac SAD . Tinh 

thể tích của khối chóp S.GCB và khoảng cách từ G đến mặt phẳng (SBC). 


(Trích Đề th HSG MTCT Quăng Trị 2013) 
Lòi giải và đáp số 



7RR 
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Dùng MTCT ta tính được: V SGCB « 3,9281 
Ta có: 

SB = Va 2 +d 2 ;CB = yb 2 + (a - c) 2 

sc = Vb 2 +c 2 +d 2 ;p= SB + SC-hBC 

2 

^SCB = -\/ p (p SB)(p ~ SCỊ(p — Bcj 


d (G;(SBC)) = «1,4729 

^SCB 

Ví dụ 4, Cho tứ diện ABCD có AB = CD = 5; AD = BC = 6;AC = BD = 7. Xác 
định tâm, tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp và nội tiếp tứ diện ABCD. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Bảng A, Quảng Ninh 2012) 
Lòi giải và đáp số 

Tứ diện ABCD có các mặt là các tam giác bằng nhau. Gọi M và N lần lượt là 
trung điểm của ÀB và CD. Ta có BN = AN;CM = DM nên MN vuông góc với AB 
và CD. Gọi o là trung điểm của MN. 

Ta có OA = OB, oc = OD mà AOMB = AONC nên OB=OC. Vậy o là tâm 
mặt cầu ngoại tiếp khối tứ diện 

Mặt khác, AABC = AABD = AACD = ABCD => các đường tròn ngoại tiếp 
các tam giác đó có bán kính bằng nhau. Các đường tròn đó đều nằm trên một mặt 
câu tâm o nên khoảng cách từ o đến các mặt phăng chứa các đường tròn đó là 
bằng nhau. Suy ra o cũng là tâm mặt cầu nội tiếp tứ diện. 

Ta có 

BN 2_ BC 2 +BD 2 CD 2 145 
2 _4 ~ 4 

=>■ MN = VbN 2 -BM 2 - 730 

Bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện là: 

R = OB — >/oM 2 + MB 2 = ( cm ) 

Gọi s,p lần lượt là diện tích và chu vi tam giác BCD; 

r' là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BCD 

s = yỊp(p - BC)(p - CD)(p - BD) = 6Vó ; rl== B C.CD.BD = 

4S 4 Vỏ 

Bán kính mặt cầu nội tiếp khối tứ diện: r = Vr 2 — r' 2 = 


Ỉ95 7570 


' 96 


24 


(cm) 
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Ví dụ 5. Cho hình chóp S.ABC nội tiếp trong mặt cầu có bán kính 
R = 3/201 1,2012 dm . Biết rằng SA = SB = SCvà ASB = 60°;BSC = 90°; 

CSÀ = 120°. Tính gần đúng ( với 5 chữ số thập phân sau dấu phẩy) thể tích của 
khối chóp S.ABC. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Bảng A, Quảng Ninh 2012) 
Lòi giải và đáp số 5 

Đặt SA = SB = sc = a . 

Ta có AB = a;BC = aV 2 ; AC = aVi. 

Nhận thấy: AB 2 + BC 2 = AC 2 
nên tam giác ABC vuông tại B. ,4 

Gọi H là trung điểm của AC thì H là 
tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Ta có: BH = ^ = ^;SH = SAcos60°=^ 

2 2 2 

Lại thấy: BH 2 + SH 2 = SB 2 => ASHB vuông tại H hay SH _L BH (1) 

Mà tam giác SAC cân tại s nên SH _L AC (2) 

Từ (1) và (2) suy ra SH _L (ABC) hay SH là trục của đường tròn ngoại tiếp tam 
giác ABC. 

Gọi o là tâm mặt cầu ngọa tiếp hình chóp S.ABC. Ta có o nằm trên SH và 
OAOS. Tam giác SAO cân tại o và có SAH = 60° nên là tam giác đều. 

Suy ra SA = OA = R = 3 / 2011,2012 . 

w4 sH.S abc = ỈSH.Ì AB.BC = if.aWĨ = « 237,02233 

Ví dụ 6 . Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật, SA vuông gốc 
với mặt phẳng đáy, AB = 7 dm, AD = 8 dm,SA = 9dm.Tính gần đúng số đo góc 

tạo bởi mặt phẳng (SBI) j với mặt đáy (ABCD) của hình chóp. 

ị s 

Lòi giải và đáp sô 
Gọi H là hình chiếu của A lên BD. 

Ta có: Ị !> \ 

(SBD)n(ABCD) = BD / h \ 

■AHX BD / Ị \ \ \ 

SHXBD / 1. V 

u ĨĨSBDỹÃBCD)! = SHÃ // 

l ' B c 
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Trong tam giác vuông ABD có 

-ị- = —Ị— + —=¥■ AH « 5,-2680 
AH 2 AB 2 AD 2 49 64 3136 

Ta có: tan SHA = Ri —— ~~ =4- SHA Ss! 59°39'29" 

AH 5,2680 439 

Ví dụ 7. Cho hình chóp ngũ giác đều có cạnh đáy a =7,23cm, cạnh bên 
b =9,25 cm. 

a) Tính diện tích- xung quanh và thể tích của hình chóp. 

b) Tính gần đúng số đo (độ, phút, giây) của góc hợp bởi mỗi mặt bên và mặt đáy 
của hình chóp. 

c) Tỉm thể tích phần ở giữa hình cầu nội tiếp và hình cầu ngoại tiếp hỉnh chóp đều 
đã cho. 

(Trích Đề thi HSG MTCT Đồng Tháp 2013) 
Lời giải và đáp Số 



Bán kính đường tròn ngoại tiếp đáy: OA - R = -—-—- « 6,150205344 -» B 

2sin36° 

Chiều cao h = v/b 2 - R 2 « 6,909231 088 -» c 

Tính: 01 = - - = 4,975620643 -> X 

2 tan 36° 
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Trung đoạn: d= ^Ịh 2 +Ị^ — j ~ 8.514356993(cm)—> D 

s =5xịad= |axD » 153,8970026cm 2 
xq 2 2 

V . = — X 5 X -ị- AB X OI X h = ^ AxXxC* 207,1257198cm 3 

chop 3 2 6 

b) Góc tạo bởi mặt bên SAB với mặt đáy ABCDE là SIO = a . 

Ta có: sina = ^7 => a«54°14'27" 

d 

c) Phân giác góc SIO cắt so tại K là tâm mặt cầu nội tiếp hình chóp đều có bán 
kính n = K.O: 

r, = KO = OI tan í ị sin-' Ị T| |; r, = KO * 2,548389164 (cm) 

1 1.2 d )) 1 

Trung trực đoạn SA trong mặt phảng SAO căt so tại J. Mặt câu ngoại tiêp hình 
chóp đều có tâm J, bán kính SJ . 

IM = f° =>r = SJ=ậ^ : = -Ị£- => r~ 6.191897399 
SJ SA 2SO 2h 

V = v 2 - V, = ^7t(r 3 - r 3 ) => V « 925.0727746cm 3 

Ví dụ 8. Một chậu nước hình bán cầu bằng nhôm có bán kính R = lOcm , đặt trong 
một khung hình hộp chữ nhật (Hình 1). Trong chậu có chửa săn một khôi ntróc 
hình chỗm cầu có chiều cao h = 4cm . Người ta bỏ vào chậu một viên bi hình câu 
bằng kim loại thì mặt nước dâng lên vừa phủ kín viên bi (hình 2). Tính bán kính 
viên bi (Kết quả làm tròn đến 4 chữ số thập phân) 

Cho biết công thức tính thể tích khối chỏm cầu của hình cầu (0;R), có chiều 

J n h) 

cao h là: V chomcau = 7th R--T 

V J / 


L_ MỈL 

Hhili : 

(Trích Đề thi HSG MTCT, Huế 2009-2010) 
Lòi giải 

Gọi X là bán kính viên bi hình cầu. Điều kiện: 0 < 2x < 10 o 0 < X < 5. 
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Thể tích khối nước hình chỏm cầu khi chưa thả viên bi vào: 

41ổ7t 


V, = Tth 2 

ír-41 

£ 

vo 

li 

í 4 ì 

1 

l 3 J 

í 1 

l 3j 


Khi thả viên bi vào thì khối chỏm cầu gồm khối nước và viên bi có thế tích là: 


V, 


nị2xỹ R 


2x 


4rac 2 (30 -2x) 


Ta có phương trình: 
4 


v 2 - V, = 7IX 3 o 4 tcx 2 (30 - 2x) - 416rt = 4tix 3 o 3x 3 - 30x 2 + 104 = 0. 
Thực hiện quy trình ấn phím: 

@d]®Ì(UBCU®II]®(=]m(I][4](i](U 

Ta được nghiệm thứ nhất phương trình là: x ( « 9,6259 > 5(loại) 

Ẩn tiếp phím f=1 . ta được nghiệm thứ hai phương trình là: x 7 ~ 2,0490 < 5 

Ấn tiếp phím Í=T ta được nghiệm thứ ba phương trình là: X = -1,7198 < 0 (loại) 

Vậy bán kính viên bi là r ~ 2,0490. 

Ví dụ 9. Cho hình chóp bát giác đều có chiều cao gấp 3 lần cạnh đáy. 

a) Tính góc a (độ, phút, giây) tạo bởi mỗi mặt bên và mặt đáy và góc p (độ, phút, 
giây) tạo bởi mỗi cạnh bên và mặt đáy. 

b) Cho cạnh đáy của hình chóp bát giác đều là a = 12,34cm. Tính diện tích toàn 
phần của hình chóp đều đã cho. 

Lòi giải và đáp số 

Cho hình chóp bát giác đều S.ABCDEFGH có cạnh đáy 
bằng a. M là trung điểm cạnh đáy AM. Tâm của đáy là o. 

Theo giả thiết: so = 3a . 

Góc tạo bởi mặt bên SAB và mặt phẳng đáy là : a = SMO. 

Góc tạo bởi mỗi cạnh bên và mặt đáy là : p = SAO . 

Ta có : OM = 


Suy ra : tan a = 


2 tan 22°30' 

SO 3a 


OM 


= 6tan 22°30' 


2 tan 22 30' 

• oc = tan" 1 (6 tan 22°30’)» 68°4'54" 
a 



Ta có OA 


2sin22°30' 


p = tan -1 (6sin 22°30')» 66°27’57" 
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b) Ta có: Sđ = s cosa => s,p = s xq + s đ : 


cosa 


+ 1 s đ . 


s - 2a l„ 

* tan 22°30' 


■ + 1 


< 1969,68185 (cm 2 ) 


\cosa ) 

Ví dụ 10. Khi sản xuất cái phễu hình nón (không có nắp) bằng nhôm, các nhà thiết 
kế luôn đặt mục tiêu sao cho chi phí nguyên liệu làm phễu là ít nhất, tức là diện 
tích xung quanh của hình nón là nhỏ nhất. Tính gần đúng diện tích xung quanh của 
phễu khi ta muốn có thể tích của phễu là ldm\ 

(Đề thi HSG MTCT Khối 12 BTTHPT, Huế 2009-1010) 
Giải 

Gọi X = OA(dm) là bán kính đáy của hình nón (x > o) , 
h = SO là chiều cao, 1 = SA là đường sinh của hình nón. 

Ta có thể tích của hình nón là: V =^7ix 2 h = 1 (giả thiết) 

==>h=-77 0) 

7IX 

Đường sinh của hình nón: 


1 = Vx 2 + h 2 = Jx 2 + 


n 2 x 6 +9 \ln 2 x 6 +9 



_2 4 
71 X 


2 4 
n X 


7CX 


Diện tích xung quanh của hình nón là: 

c _,_ Vti 2 x 6 +9 \l 7t 2 x 6 + 9 Ị \ 

s = 7txl = 7IX.—-—--=---, (x > 0J 

7tx 2 x 

3tĩ 2 X 5 __ /_2„6 , n 

.=. . = x - V7C X +9 


/ Y \_ \n 2 x 6 +9 

2 n' 

(x) 



2 „6 


7 t 2 X 6 +9 


S'(x) = 0 o X = !>í——— 
w \ 2 n 2 


(vì X > 0 ). 
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Do đó X = 6 —— « 0,8" 
Un 2 

/ X (Ị 9 
và minS(x) = S 6——— 

1 ' (V 2* 2 


0,8773080777 là điểm cực tiểu của hàm số 


í4,1881dm . 


_ 9 _ , , 

Lưu ý: Đe tính giá trị X = 61—— « 0,8773080777 trên máy tính ta ân lân lượt 


2ti 


các phím sau: ỊỊhịtỊ ® [13 (E> dD d] <s> GD ỊỊhỊpĩỊ Ịịdõg ® (MI 


Lưu giá trị này vào biến nhớ A bằng cách |shifĩ| [rÕỊ (STO) o (a) 

0 ĩtetTÃ 

Ans-»A 

018773080777 

Sử dụng chức năng ICALCl để tính giá trị diện tích nhỏ nhất của cái phễu như sau: 

(ã) @ §Ẽ)@ (tĩ) @ H o ( A ) © © ® E) GO <s> H) o (a) (U 

- Math A 

+9 

A 4.168077949 

Ví dụ 11. Cho hình chóp S.ABCD có dáy ABCD là hỉnh vuông cạnh ^2014,2015 
SAB là tam giác đều và vuông góc với đáy 

a) Tínhd(A,(SAC)) 

b) Xác định tam hình cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD và tính thể tích khối cầu 
đó 

Lòi giải và đáp số 

a) Gọi H là trung điểm của AB => SH 1AB 
Ta dễ dàng chứng minh được 
SHl(ABCD)và AB//(SCD) 

Do đó: d(A,(SCD)) = d(AB,(sCD)) = d(H,(SCD)) 

Gọi K là trung điểm của CD=> CD _L HK và có 
CH1SH =>CDl(SHK) =>(SHK)l(SCD) b 

Mặt khác: (SHK)n(SCD) = SK. 
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Từ H vẽ HL vuông góc với SK tại L=> HL _L (SCD) tại L 
=> d^H,(SCD)j = HL . Tam giác ASHK vuông tại H, HL là đường cao. 

d(H,(sCD)) = HL = ^^ 4,2 ^ ĩ5x ^ ^8,2676 (đvđd) 

b) Gọi I là tâm hình vuông, G là trọng tâm của tam giác SAB (G G SH ) 

Ta dễ dàng chúng minh được IH 1 (SAB) 

Dựng trục Aị của đường tròn ngoại tiếp 
hình vuông ABCD (với Aj đi qua 1) 

Dựng trục A, của đường tròn ngoại tiếp 
tam giác SAB (vói A 2 đi qua G) 

=> A, và A 2 cùng thuộc mặt phang trung 

trực của đoạn thẳng AB 

ÍOe A í OA = OB = oc = OD 
=>A,nA, =0=> _ =>(_. 

1 2 [OeA, [oa = ob = os 

=> o cách đều các đỉnh của hình chóp S.ABCD. 

=> o là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. 

Ta có: OS = . ^.2015 x ^ĩ >9i6(jj 

6 

Vậy: R * 9,6455 (dvdd); V = 7nx2014 ^ QI4x ^ « 3758,95144(dvtt) 

II. BÀI TẬP THỰC HÀNH 

BT 1. Một thùng hình trụ có đường kính đáy (bên trong) bằng 12,24 cm đựng nước 
cao lên 4,56 CIĨI so với mặt trong của đáy. Một viên bi hình cầu được thả vào trong 
thùng thỉ mực nước dâng lên sát với điểm cao nhất của viên bi (nghĩa là mặt nước 
là tiếp diện của mặt cầu). Hãy tính bán kính của viên bi. 

Hưóng dẫn giải 

Gọi R là bán kính đáy của hình trụ; X bán kính hình cầu; h là chiều cao ban đầu 
của cột nước 



2 96 
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Ta có phương trình: 

7 ĩR 2 h + — 71X 3 =7ĩR 2 2x o 4x 3 -6 R 2 x + 3R 2 h = 0, (0 <x< R) 

Dùng MTCT giải phương trình 

4x 3 - 224,7264x + 512,376192 = 0(0 < X < 6,12) 

Ta có: X, «2,588826692; x 2 «5,857864771. 

BT 2. Cho tứ diện SABC có cạnh SA vuông góc với mặt (ABC), SB = 8 cm, sc = 

15 cm, BC = 12 cm và mặt (SBC) tạo với mặt (ABC) góc 68°52\ Tính gần đúng 
diện tích toàn phần của hình tứ diện SABC. 

Hướng dẫn giải 

Ta có: 

(SBC) n (ABC) = BC 

<AH±BC => [(SBC);(ABC)] = SHA 

SH 1 BC 

Ap dụng công thức Hê-rong trong tam giác SBC : 

S S BC = Vp(P -a)(p- b)(p-c) « 47,81147875(cm 2 ) 



Vậy diện tích toàn phần của hình tứ diện là: S lp « 124,4661746 (cm 2 ) 
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BT 3. Tính gần đúng thể tích khối tứ diện ABCD nếu BC = 6 dm, CD = 7 dm, 
BD - 8 dm, AB = AC = AD = 9 dm. 

Hướng dẫn giải 

Tính diện tích của tam giác BCD theo ba cạnh nhờ công thức Hê-rông. 
AB+CD+BD 


Đặt p = 
Ta có 


10,5dm . 


Sbcdp/p(p-BC)(p-BD)(p-CD) 

= 3^ĨÃ~ 20,3332 
4 

Mặt khác: 

_BCxCDx BD 
Sbcd ”~“ 



4R 

. „ BC X CD X BD 

=> R =--f—-— « 4,1312 

4S bcd 

Vì AB = AC = AD nên chân đường cao hạ từ A xuống mặt phẳng (BCD) chính 
là tâm đường tròn ngoại tiếp đáy BCD. 

Từ đó: h = VaB 2 + R 2 = 9,9029 
Vậy V=^hxS BCD -67,1192dm 3 . 

BT 4. Cho tứ diện ABCD có AB = óJ 5; CD = ố4Ĩ và các cạnh còn lại bàng 

VĨ74. 

a) Tính gần đúng bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

b) Tính gần đúng thể tích của khối tứ diện ABCD. 

Hướng dẫn giải 

a) Gọi M, N là trung điểm của AB và CD. 

Khi đó MN vuông góc với cả AB và CD và tâm mặt cầu o phải năm trên đoạn 
MH. Đặt OM = X 

- Tính được MN = \/66 => ON = Vỏ6 -X 

- Ta có R 2 =x 2 + AM 2 =(>/66- xý + ND 2 


Tim ra X 


42 

766 


. Từ đó tìm ra R 


b) V AKCD ={.AB.S Mn) =-AB.MN.CD 
3 o 

Đáp số: a ) R~ 8,4692 b) V AHcn ~ 288,3748 (đvtt) 


IQữ 
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BT 5. Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có cạnh đáy a = 12,54 (cm), các cạnh 
bên nghiêng với đáy một góc a — 72°. 

a) Tính thể tích hình cầu (S|) nội tiếp hình chóp S.ABCD (Hình cầu tâm I cách 
đêu các mặt bên và mặt đáy của hình chóp một khoảng bằng bán kính của nó). 

b) Tính diện tích của hình tròn tiết diện của hình cầu (S|) cắt bởi mặt phẳng đi qua 
các tiếp điểm của mặt cầu (S|) với các mặt bên của hình chóp S.ABCD (Mỗi tiếp 
diêm là hình chiêu của tâm I lên một mặt bên của hình chóp. Tâm của hình tròn tiết 
diện là hình chiếu vuông góc H của I xuống mặt phẳng cắt). 

Hướng dẫn giải 

a) Ta có 

SH =27.29018628; 

SH.MH 


IH =- 


= 4.992806526 = R 


MH + MS 
(Vói R bán kính mặt cầu nội tiếp). 


Thế tích hình cầu (S|): 

V=|ĩrR 3 «521.342129(cm 3 ). 

SM -28,00119939; MH=6,27; IK = 1H 



b) Khoảng cách từ tâm 1 đến mặt phăng đi qua các 
tiếp điểm của (S|) với các mặt bên của hình chóp: 


d = EI 


1H 


4.866027997 



SH-IH 

Bán kính đường tròn giao tuyến: 

r = EK = Vr 2 -d 2 «1,117984141 
Diện tích hình tròn giao tuyến: 
s* 74,38733486(cm 2 ) 

BT 6. Tính tỉ số giữa cạnh của khối đa diện đều 12 mặt (hình ngũ giác đều) và bán 
kính mặt cầu ngoại tiếp đa diện đó. 

Lòi giải và đáp số 

Giả sử các mặt hình ngũ giác đều có độ dài cạnh bằng a. Ta thấy mặt cầu ngoại 
tiêp khối đa diện được xác định bỏ’i 4 đỉnh bất kỳ không 

đồng phẳng. Ta có thể tính ra được bán kính R của quả ỵ\ 

cầu ngoại tiếp đa diện dựa trên 4 điểm là: một đỉnh tùy ậỆỆ 

ý và 3 đỉnh khác nằm trên ba cạnh kề với đỉnh này. 

Rõ ràng, 4 điểm đã nói lập thành một “ hình chóp 
cân” có đáy là tam giác đều và 3 mặt bên là những tam 
giác cân bằng nhau. Cạnh của tam giác đều ở đáy lại là 
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đường chéo cùa mặt ngũ giác đều, cho nên tính được nhờ định lý hàm số cô-sin, cụ 
thể là 

b = ^2a 2 -2a 2 cosl08° = 8^2(1 - cos 108° ) 

Bán kính vòng tròn ngoại tiêp tam giác đêu được tính qua cạnh theo cong thuc: 
b b / 2(1 -cosl08^) 

2cos30° ” 73 ~ a V 3 

Số đo góc a giữa cạnh của hình chóp cân và mặt phang đáy được xác định nhờ 
công thức: 

r Í2(l -COS108 0 ) 

cosa = — = *— --- 

a V 3 

Lưu ý rằng đường vuông góc hạ từ đỉnh của “hình chóp cân” xuông mặt đáy của 
nó sẽ đi qua tâm của mặt cầu ngoại tiêp đa giác, cho nên bán kính R cúa mặt cau 

này được xác định từ công thức R = —:— , và do đó 

2sina 

ị = 2sina = 2^/l -cos 2 a = 2 Ị- - 2c ° sỊQ - « 0,7136441807 

BT 7. Tứ diện ABCD có AB = CD = 2008cm, AC = BD = 2009cm và AD = BC = 
2010cm. Tính gần đúng giá trị thể tích khối cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

Hướng dẫn giải 

Đặt AB = X, AC = y, AD = z 

Tứ diện ABCD là tứ diện gần đều nên hình hộp ngoại tiếp là một hình hộp chữ 
nhật. 

Gọi a, b, c là ba kích thước của hình hộp chữ nhật thì: 

a +b +c =—{x + ỵ +z ) 

2 

và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD xác định bỏ'i: 

R =ịVa 2 + b 2 + c 2 =7^2 (x 2 +y 2 + z 2 ) 

2 4 

Thể tích khối cầu: V = * -— = -^~sj2(x z + y" + X ) 

3 24 

a 2 +b 2 +c 2 =^(x 2 + y 2 +z 2 ) 

R =ịx/a 2 +b 2 +c 2 =|\/2(x 2 +y 2 +z 2 ) 

2 4 

v«7799655640,34347cnr' 


TOO 
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BT 8. Cho hình chóp S.ABC nội tiếp trong một mặt cầu có bán kính R = n/ĨÕ . Biết 

rằng SA = SB = sc và ASB = ASC = BSC = 40° . Tính gần đúng thể tích của khối 
chóp S.ABC. 

Lòi giài và đáp số 

Ta có ASAB = ASBC = ASAC => AABC đều 
Gọi H là hình chiếu của s trên (ABC) thì H là tâm của tam giác đều ABC và SH đi 
qua tâm o của mặt cầu. 

SH cắt mặt cầu tại D thì ASAD vuông tại A. s 


Đặt ể = SA . Ta có SH=^— (1) 

2R 


Gọi E là trung điểm của BC, ta có: 

BC = 2BE = 2Csin^ (oc = 40°) 

2 


2ể.sin --- 


yỊĨ 4Ĩ 



=>SH = ■ 


= Sr 3 si " 2 2 (2) 


Từ(l) và (2) tìm ra c - 2R 1 --^sin 2 -^ 


B D 


\/ _ 1 c LI c _ 'cu BC 2 ^_8^ d 3 ơ.f 1 4 2 a 

^S.ABC - 2'^ H '^ A1ỈC _ 3 4 “~3 R ' s 11 yl - 3 n T 


Ys.abc ~ 3,8490 (dvtt) 

BT 9. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là một hình vuông cạnh bàng 25, cạnh 
bên SA vuông góc với mặt phẳng ( ABCD ) và góc giữa sc tạo với mặt phăng (SAB) 
bằng 11°. Gọi M là một điểm nằm trên cạnh SB sao cho MS = 3MB. Tính giá trị 
gần đúng khoảng cách từ Mđến mặt phẳng ( SCD ). 

Lòi giải và đáp số 

Từ giả thiết ta có góc giữa sc và (SAB) là CSB = 11° 

Kẻ AH J_SD tại H. 

Ta có: 

CD1AD I 

CD 1 SA (doSA 1 (ABCD)/ 

=> CD 1 (SAD) => CD J_ AH 
=> AHl(SCD) 
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Lại CÓ: AB//CD => AB / /(SCD) 

Suy ra khoảng cách từ M đến mp(SCD) được tính bởi công thức: 

T T 13 SA AD 

d = 4d[B,(SCD)] = 4d[A,(SCD)] = ^AH=f ; 

4 4 4 4 7sA 2 + AD 2 

Chú ý : Có thể tính theo công thức: d = ^ 1SCD 

Sscd 


Dùng MTCT 

SB = ^— -> A, B = Va 2 -625 
t an 11 0 


75 g _ , A 

Nhập biểu thức: — ====== và (=) ta được kêt quả cân tỉm 

4v B 2 + 625 

BT10. Cho cốc nước như hình vẽ, phần phía trên là hình 
nón đỉnh s, đáy tâm o bán kính R = \Ỉ5 (dm), chiều cao 

SO = h = 4Ĩ (dm). Trong cốc nước đã chứamột lượng 
nước có chiều cao a = 2(dm) sovới đỉnh s. Người ta bỏ vào 
cốc nước mộtviên bi hình cầu thì nước dâng lên vừa phủ 
kín quả cầu. Tính gần đúng bán kính của viên bi (làm tròn 
4 chữ số thập phân). 

Lòi giải và đáp số 

, , ' 1 2 1 a 1 ' a 

Thê tích chứa nước trong côc là: V () = - Jtr“a = — —— (CIO — - —; 

Khi thả viên bi vào thỉ nước dâng lên vừa phủ kín quả câu, tức là mặt nước tiêp 
xúc mặt cầu. 



... , ^ 4_ 3 

Gọi X là bán kính của viên bi, ta có: V c = — 7tx' . 

Thể tích khối nón chứa nước và khối cầu là: 
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p. », 1_ 2 . 1 KR 2 h? 1 7tx 3 

Do đó: V, =~-nrfh. = T—---- =4-—-- 

1 1 1 -.2 ^ nu2 


Ta có: 


V, - v ft = v„ <=> --^(R + Vr 2 + h z )•’ ~ 


'I Y o 
»3/ 


3 Rh 2 


3 h 2 3 Rh 

■7 


(R + Vr 2 + h 2 ) 3 


2 3 1 7iR 2 a 3 4tcx 3 


3 h 2 


<=> X J (R + x/r z + h z ) J - a’R J = 4Rh V 

3 =a 3 R 3 


,2s3 „3 tj 3 


,2„3 


o 


2 , ĨT\3 /idu2 


(R +x/R + h ) -4Rh 
aR 


^/(R + x/r 2 + ỉ 7) 3 -4Rh 2 

Với R = x/5;h = VỸ;(R + Vr 2 + h 2 ) 3 >4Rh 2 
Nên bán kính viên bi : X « 0,9002268207 (dm) 

Kết quả: 0,9002 (dm) 

BT 12. Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình chữ nhật với 
AB = a, AD = 2a . Cạnh SA vuông góc với mặt phẳng đáy, cạnh bên SB tạo vói mặt 

.. ' ' ^ ^ 

phang đáy một góc 60°. Trên cạnh SA lấy điểm M sao cho AM = — ~r~, mặt phẳng 


(BCM)cắt cạnh SD tại N. Tính thể tích khối chóp S.BCNM. Áp dụn£ 

a = 20 iJ. 


2015 


2014 


Hưóng dẫn 

Do ( BCM)// AD nên mặt phăng này cất mp( SAD) theo giao tuyến MN // AD 


Ta có 


[BC1AB 

[bcisa 

đường cao. 

Ta có SA = AB.tanóO 0 = ax/3 


BC J-BM . Tứ giác BCMN là hình thang vuông có BM là 

s 


MN SM 


AD SA 2a 
4a 

T 

2a . 

S’ 


r a\fĩ 

MN a ^ 3 o 2 




=> MN = 

và BM = 
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BC + MN 


BCMN 


BM = 


2u +• 


4a 


2a 10a 2 

s ~ 3V3 


Hạ SH1BM và BC 1 (SAB) => BC 1 SH . Vậy SH 1 (BCMN) => SH là 

đường cao của khối chóp S.BCNM . 

_ AB AM 1 

Trong tam giác SBA ta có SB = 2a , = —. 

Vậy BM là phân giác của SBA => SBH = 30° => SH = SB.sin30° = a . 

. ; ....1_ 1 oSíV 

Gọi V là thể tích chóp S.BCNM ta có V = -r SH.S |JCMN = —^— . 


Với a = 20131 


2015 

2014 


thì 0,6415 (đvđd) 


BT 13. Hình chóp tứ giác đều SABCD có khoảng cách từ A đến mặt phẳng (SBC) 
bằng 2. Vói giá trị nào của góc a giữa mặt bên và mặt đáy của chóp thì thê tích 


của chóp nhỏ nhât? 


Hưóìig dẫn giải 



Ta co: 


sin 2 a.sin 2 a.2cos a < 


sin 2 a + sin 2 a + 2cos 2 a _ 2 


► sin 2 a.cosa < 




V SAliCD min <=> sin 2 a.cosa max <=> sin 2 a = 2cos 2 a <=> cosa = 


s 


Dùng MTCT ta tìm được a « 54°44'8" 
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BT 14. Cho hình chóp SABC, đáy ABC là tam giác cân tại A có trung tuyến AD = 
a, hai mặt bên SAB và SAC cùng vuông góc với đáy. Cạnh bên SB hợp với đáy 
một góc a và hợp với mặt phẳng SAD một góc p .Tính thể tích khối chóp SABC 
theo a, a, p. Áp dụng a = 2015;a = 47°;p = 36° 

Hướng dẫn giải 

Ta có : 

(SAB) n (S AC) = SA 
< (SAB) T(ABC) => SAI (ABC); 

(SAC) l(ABC) 

AB là hình chiếu của SB lên mp(ABC) nên 

(sbT(ÃbC)) =SBẦ =a 

_ , . ÍBCTAD 

TaCÓ: lBClSA SBC1(SAD) 

SD là hình chiếu của SB lên mp(SAD) nên B 

(sÌT(SÃD)j = BSD = P 

Ta có : SB 2 = SA 2 + AB 2 = SA 2 + AD 2 + BD 2 (I) 

Mà SA = SB.sina, BD = SB.sinP (I) 

o SB 2 = SB 2 .sin 2 a + a 2 + SB 2 .sin 2 p 

oSB 2 -SB 2 .sin 2 a-SB 2 .sin 2 p = a 2 

<=> SB 2 (1 - sin 2 a - sin 2 P) = a 2 o SB 2 (cos 2 a - sin 2 P) = a 2 

oSB = -.= a 

ycos 2 a-sin 2 p 

=>SA =-j. ; sina , BD= asÌn P 

ycos 2 a-sin 2 p a/cos 2 a-sin 2 p 

\/_*c c ._l Dnir , P1 1 a 3 sina.sinp a 3 sina.sinP 

v = T s abc sa =-BD.AD.SA =4-.-y———4-— = -----i - 

3 3 3 (cos 2 a-sin 2 p) 3cos(a + P).cos(a-P) 

Áp dụng a = 2015;a = 47°;P = 36° ta được v = 9799614646 (đvtt) 

BT 15. Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có đáy ABC là tam giác vuông tại B, 
AB = a,AA' = 2a,AC' = 3a . Gọi M là trung điểm của đoạn thẳng A’C’, I là giao 
điểm của AM và A’C. Tính theo a thể tích khối tứ diện ỈABC và khoảng cách từ 
điểm A đến (iBC) . 
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Hưóng dẫn giải 

Hạ IH1AB, (He ác) => IH 1 (ABC) hay IH là đường cao của tứ diện 
1ABC 


IH//AA’: 


IH CI 


=>IH=^AA'= „ 
3 3 

Ta có 


AA' CA’ 3 
4a 



AC = Va’C 2 -A'A 2 = aV5, 

BC = ^AC 2 -AB 2 =2a. 

Diện tích tam giác ABC là S ABC = Ỷ AB.BC = a 

- -.. 1 4a 3 

Thể tích khối tứ diện IABC là V = ™IH.S ABC 

Để ý rằng, khoảng cách từ A đến (iBC) chính bằng khoảng cách từ A đến 
(A’BC). 

Hạ AK 1 A'B=> AKl(A’BC). Từ đó, khoảng cách từ A đến (iBC) là 

AK 2Sa ' viì AA ' AB — 

A'B >/a'A 2 + AB 2 5 

BT 16. Cho hình chóp tứ giác đều có cạnh đáy bằng ựĩ 5 , cạnh bên hợp với đáy 
một góc 30°. Tính thể tích mặt cùa ngoại tiếp hình chóp. 

Hướng dẫn giải s 

Gọi o là tâm của hình vuông ABCD. 

Ta có SO l(ABCD), so là trục 
của đường tròn ngoại tiếp ABCD. 

Theo đề [SA,(ABCD)Ĩ = sÃỒ = 30° 

Gọi M là trung điểm của SA . 

Trung trực của SA cắt so tại 1 


I là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp, 
có: Sl.SO 

Đặt ỰĨ5 = a 


Ta có: Sl.SO = SM.SA => Sl= 

oU 
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Với A0= AS= ^2— = -ị^ĩ = ^,SO = SA sin30° = -4=r 

cos30° V3 2 v3 Vó 



BT 17. Cho khối chóp S.ABC có đáy ABCD vuông tại A, AB = a, AC = 2a, 
SA = SB = sc và mặt bên (SAB) hợp với đáy (ABC) một góc 60°. 

a) Tính thể tích của S.ABC. 

b) Chứng minh rằng tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp trùng với tâm của đường 
tròn ngoại tiếp của tam giác SBC. Tính diện tích của mặt cầu này. 


Giải § 

a) Ta có SA = SB = sc nên s nằm trên trục y/\\ 

đưòìig tròn ngoại tiếp tam giác ABC. / \ / 

Gọi o là trung điểm của BC. / ị Y' 

Vì tam giác ABC vuông tại A nên o là tâm / / Vj 1 

của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. / ị A 1 

Do đó: SO chính là trục của đường tròn - - V-- -ị--\c 

ngoại tiếp tam giác ABC hay SO 1 (ABC). 

Theo để: [(SAB),(ABC)] = sĩo = 60°, với 8 

K là trung điểm của AB. 


Ta có OK = ~ = a . Trong tam giác vuông SKO có so = KO tan 60° = a Vi 

V S.AHC =^S0.S AI1C =jsoẰAB.AC = ịaV3Ặ.2a = -^. 

^ z 3 2 3 

b) Trong mặt phẳng (SBC), đường trung trực cùa sc cắt so tại J 

=> J là tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác SBC. 

Mặt khác: 

Jjs = JB = JC (Vì J là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác SBC^ 

Ị JA = JB = JC (Vì j thuộc trục đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC) 

=> JS = JA = JB = JC => J là tam của mặt cầu ngoại tiêp hình chóp S.ABC 
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LÚC đó, bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp là R = SJ. 
ASIJ đồng dạng ASOC (1 là trung điểm của SC) 

JS SI .. „ CS.SI 1 sc 2 1 SO 2 +OC 2 

cs so so 2 so 2 SO 

_ BC VaB 2 + AC 2 aS 
< 2 2 2 
SO = aVi 

V 


=> JS = — 
2 


-2 , 5a 2 
3a 2 + — 


17a 

8^3 


> R 


ỉiS-đ 


aS 8^3 24 

Vậy diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC là 


28971 


S = 4 * R U^J = 48 a ‘* 

Bài 2. Xác định tâm và tính bán kính mặt cầu nội tiếp hình chóp tứ giác đều 

20 14 - > , r~~ 

S.ABCD có chiều cao SH = X^5 và có c 4 nh đá y bãll S y ' 1 • 

Hướng dẫn giải 

-/— 20,14 

Gọi H là tâm của hình vuông cạnh <J 11 = a, SH - “ - h 

Gọi 1 là trung điểm cùa BC. 

Trong ASHI phân giác của ZSIHcắt SH tại 
o, từ o kẻ OK 1 SI, ta có OK1 (SBC), và OH = 

OK nên o cách đều mặt đáy và mặt bên (SBC). 

Tương tự o cũng cách đều các mặt bên còn lại. A 
Vậy o là tâm của mặt cầu nội tiếp hình chóp và 
OH = OK = r. 



. OH IH OH IH IH.SH 

TaCÓ: re IS ^ re Ĩ^^ 0H aĩS 

ASHI: SI 2 = SH 2 + HI 2 = h 2 + ^ => SI = Ịh 2 + - J = ị v/4h 2 + a 2 


~h ị 

Vây : r = OH =- 2 — =- , an == * 0,4263 (đvđd). 

| + ị>/4h r +ã r a + V4h 2 +a 2 
2 2 
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%hủ M1 í: 

ỦNữ DỤM MTCT TÌM LỜI GIẢI SÁNG TẠO 

Bài toán 1. Giải phương trình đại số 

Phương pháp: Xét bài toán tổng quát: 

Giải phương trình f(x) = g(x) hay h(x) = 0 . 

Quy trình 

© Bước 1: Tìm điều kiện phương trình xác định. 

© Bưó'c 2: Sử dụng MTCT đoán nghiệm phương trình bằng cách: 
o Ghi vào màn hình phương trình f(x)-g(x) hay h(x) 

o Ấn phím Ị shift| ỊcalcỊ máy hỏi soSve for X. Lúc đó nhập một giá trị cụ thể 
nào đó của X sau đó ấn phím (=] (Việc nhập giá trị cụ thể này càng gần với giá 
trị nghiệm thì tốc độ xử lý cho ra nghiệm càng nhanh). 

Đợi trong giây lát máy sẽ hiện kết quả nghiệm (đúng hoặc gần đúng). Sau 
khi tỉm được các nghiệm, ta có thể định hướng lời giải cho bài toán. 

© Bưóc 3: Giải phương trình (Dựa trên định hướng sau khi tìm được nghiệm). 

© Bưóc 4: So sánh điều kiện và kết luận . 

I. CÁC THÍ DỤ ĐIỂN HỈNH 

Ví dụ 1. Giải phương trình: X = 72-XV3-X + V3-X V5-X + 75-x72-x . 

Định hướng: Sử dụng MTCTdự đoán được phương trình có nghiệm duy nhất theo 
quy trình bấm phím sau: 

co s ẸỀ ® GD 0 s d) ® ® [D E) HD ca <s> S] ® H) 0 
Bm®®[5]B(iira®í±]®[E0ỉầsm®@(i)Bsm 

ÍSHỈTTÌ [CÃĨcỊ 

Màn hình hiển thị solve for X {Yêu cầu nhập giá trịx) 

thị 


lát máy hiển thị 


Ấn GD (=]đợi trong giây lát máy hiến 



0 

Math Ị 

V- , | o_v p 
ỉ',— 4 i. i\ 4 > 

3-X 

■ 

Gủ 

1 

T7 

x= ỉ? 

3916 

66667 

L-R= 


0 


Ẩn tiếp Ịshift| ỊcÃĩcl m (Hđợi trong giây 


H Math 

x=J2=x 

ị=l 1.991666667 
L-R= 0 
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Ấn tiếp |shift| ICALCl un (=]đợi trong giây lát máy hiển thị 

I I 

8=1 1.991666667 
, L-R= ũj 

Bấm tiếp |shift| ỊcalcỊ í—ì m (Dđợi trong giây lát máy hiển thị 

Jj Ma.th 

8=1 1.991666667 
L-R= 01 

Từ đó dự đoán X = 1,991666667 là nghiệm duy nhất của phương trình. 
Tiếp tục bấm phím ỊÃc| ỊALPHAl (TỊ ẼDta được 


H 

X 

Math À 

n 





120 


Suy ra X = ^ là nghiệm của phương trình. 

Từ đó ta giải bài toán trên như sau: 

Lòi giải 

Điều kiện: 0<x <2. 

Ta có f(x) = X là đồng biến trên R => đồng biến trên [0;2] 

Xét hàm số g(x) = V2-X V3-X + V3-xV5-x + V5-xV2-x,x e[ơ;2j 
Ta có 

g(x) = x /2-x%/3-x + V3 -x75-x+V 5- xV2-x _ 

= /(2-x)(3- x) + J(3-x)(5 -x ) + x /(5^x)( 2-x) 

= a/x 2 -5x + 6 + Vx 2 -8x + 15 + Vx 2 - 7x +10 


,, , 2x-5 X -4 2x-7 w „ 

g (x) = ,7 - + 1 ==..- + , = < 0, Vx e (0;2) 

2x/x 2 -5x + 6 Vx 2 -8x + 15 2vx 2 -7x + 10 

=>g(x) là hàm nghịch biến trên [ũ;2] 

Do đó, phương trình đã cho nếu có nghiệm thì nghiệm đó là duy nhất 


^ 239 . , 

Ta tìm được X = Y^- là nghiệm duy nhât của phương trình (Rõ ràng nghiệm 
này nếu không có sự trợ giúp của MTCT thỉ không dễ dàng tìm được). 
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Lời bình: 

H Sử dụng chức năng ịTABLEỊ ta có thể kiểm tra đu'Ọ'c hàm số g(x) nghịch 
biến trên [();2j như sau: 

ImodeI (U 1shift| ỊmqdeỊ (▼) [5] (TỊ {chọn bản một hàm số} 
RRRíÃDiHflm(g)(^RRram(^míỹ^mRỉÃLPHÃim(g)iỹĩì 
tu R (ÃH m (g) R pĩì Í5i R ÍÃĨPHÃ1 rn (S9 íỹ^Ị m R lÃìPHĩi m 1=1 

Lúc đó màn hình hiển thị 



{Máy yêu cầu nhập giá trị khởi đầu} 
Ta nhập QD (=]. Màn hình hiển thị 



{Máy yêu cầu nhập giá trị kết thúc} 
Ta nhập GÙ ẼU. Màn hình hiển thị 



{Máy yêu cầu nhập giá trị “bước nhảy”} 

Ta nhập nn R nu [=1 

Màn hình hiển thị như sau 


X 

F(X) 

0 

9,4847 

0,4 

8,2108 

0,8 

6,9095 

1,2 

5,5588 

1,6 

4,0962 

2,0 

1,732 


Quan sát bảng trên ta thấy, khi giá trị X tăng trên [0;2] thì giá trị tương ứng 
f(x) giảm dần. 

Ngoài cách giải trên ta còn có thể giải theo cách sau tuy nhiên cách giải này quá 
“cồng kềnh” và đòi hỏi nhiều kỉ thuật phức tạp. 

Điều kiện: 0 <x <2 . 
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Đặt a = V2 - X > 0; b = v^x > 0; c = > 0. 

LÚC đó ta có hệ phương trình sau: 


ab 4- bc 4- ac + a — 2 
ab 4- bc 4" ac 4" b = 3 
ab 4- bc 4- ac 4- c 2 =5 



=> 


b 4- uc 4- ac 4- c = D |Jc + b)(a + cj = 5 

[( a + b)(b + c)(a 4- c)] = 30 => (a + b)(b + c^a + c) — x/30 

í . Sõ ị Vãõ 


Ta được hệ mới: 


a + b = 

, V30 _ . 

b + c = — — o ị 


a + c = 


L-ề° 
60 í — 
1W30 


30 


b = 


,/t 

19V30 

60 


' X = 


239 

120 ' 


Ví dụ 2. Giải phương trình: V 3 - X 4- X 2 - V2 + x - X 2 = 1 . 

Lòi giải và đáp số 

Cách 1: Điều kiện: 2 + X - X 2 <=> -1 < X < 2 (*). 



14-24-14- 2^/2 


4-1 


Với l = -l<=>x-x 2 =-lox 2 -x-l=0<=> 


X = 


X = 


^ 2y- thỏa điều kiện (*) 


___. 1 + ^ 1”^ 

Vậy nghiệm của phương trình là X = —ỳ—, X = —ỷ-— 


Cách 2: Đặt j a - V -3-x + xL í 
[b = v2 + x-x 2 , 

rkl , -N 1 4«v I 1 Ả 


- X + X 2 , a>0 
b > 0 

Phương trình đã cho chuyển thành hệ phương trình: 


í a 2 + b 2 =5 í(h + l) 2 + b 2 = 5 íb 2 + b — 2 = 0 <=> í ỉ 
|a-b = l Ịa = b + 1 [à = b +1 \i 

'n/3-x + x 2 ~ = 2 


b = l 
a=2 


Suy ra: 


V 2 


+ X-X 2 =1 


. Đến đây tương đối dễ dàng. 
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Cách 3: (Có sụ hỗ trọ MTCT) 

Phân tích hưởng giải: Dùng MTCT ta tìm được hai nghiệm gần đúng của 
phương trình là 

X| =-0,618033988; X, =1,618033989 bằng cách: 

Nhập vào màn hình phương trình: V 3 -X + X 2 - V 2 + X-X 2 = 1 bằng cách ấn 
liên tục các phím sau: 

Ị ^[SB igfflffl«mí^(é?)Rí^r^fflíÃMimR[ÃiPHÃimi^i 

(g) ÍÃĨPHÃÌ ÍCÃLCÌ ITÌ 

Tiếp tục ấn phím: |SHIFT| ỊCALCl ■ Màn hình hiển thị và yêu cầu nhập giá trị của X . 



Tương tự, ta tìm được nghiệm thứ hai X, = 1,618033989 bằng cách: 
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Nhận thấy 



Tức ị ** * í, vậy biểu thức X 2 - X - l sẽ là nhân tử chung của phương trình 
đã cho. Ta để ý rằng: 

Khi thay các giá trị A, B vào biểu thức V3-x + x 2 ta được 2 và 
V 3 -x + X 2 -2 khi nhân lượng liên hiệp sẽ cho X 2 -X - 1 

Khi thay giá trị A, B vào biểu thức V2 + X - X 2 ta được 1 và 1 - V 2 + X - X 2 

khi nhân lượng liên hiệp sẽ cho X 2 -X -1. 

Do đó ta có thể giải vắn tắt bài toán trên như sau: 

Lòi giải và đáp số 


Điều kiện: 2 + X - X 2 <=> -i < X < 2 (*) 

Với điều kiện trên, phương trình đã cho được viết thành 

r ' 7 ( r~ 7 X 2 - X -1 X 2 - X -1 

\3 — X + X" — 2-4-1—v2-i~X” X^ — 0 - - ì—"— I =.- — 0 

V 3 - x + x" +2 1 + V 2 + X - X 


o X - X -1 = 0 <=> 


X =- 


1-yTs 


2 p. hai nghiệm này đồu thỏa điều kiện (*) 
1 + V5 


Vậy nghiệm của phương trình là X = - . ; X = — 

Cách 4: (Đưa về phương trình bậc 4) 

Điều kiện: 2 + x-x 2 > 0 <=> -1 < X < 2 (*) 

Phương trình đã cho tương đương 

V3~x + x 2 = l + V2 + x ~x 2 <=>3 -x + x 2 =1 + 2 + x-x 2 + 


<=> X 


<=> X 


T A — 1 

■X = V 2 
Ịx 2 - X - l^(x 2 - X + 2Ì = 


2V2 


4- X ' 


+ X-X 2 =>x 4 -2x; 2 + 2x 2 -x-2 = 0 

2 - X -1 = 0 


o X - X -1 = 0 <=> 


X + 21 = 0 <=> 

1-V5 


X = ■ 


X 


l + Vs 


- X + 2 = 0 (Vô nghiệm) 
thỏa (*) 
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Vậy nghiệm của phương trình là X = - -0^ ;x = -" + — ■ 

2 2 


Lòi bình: Việc đưa phương trình bậc 4: X 4 - 2x 3 + 2x 2 - X - 2 = 0 về phương 
trình tích Ịx — X — 1 j^x‘ — X + 2^ = 0 không phải dễ dàng nếu ta không dùng công 
cụ máy tính. 

Để phân tích thành nhân tử ta tiến hành làm như sau: 

Chọn chức năng TABLE bằng cách: gD [71 
Màn hình hiển thị: 



Yêu cầu nhập giá trị hàm số f(x), ta nhập vào màn hình X 4 -2X 3 +2X 2 -X-2 
bằng cách ấn các phím sau: 

H Q © È (g) B ŨLI H (T) d9 d] ® (B CH s DD s H Q] 
BỈU 
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Quan sát màn hình ta thấy: 

f(-0,8).f(-0,6)<0 nên phương trình có ít nhất một nghiệm trên khoảng 
(-0,6;-0,8). 

l'(l,6).f (l,8) < 0 nên phương trình có ít nhất một nghiệm trên khoảng (l,6;l,8) 
Để tìm hai nghiệm này, ta tiến hành như sau: 

Nhập vào màn hình X 4 -2X 3 +2X 2 — X-2 
Sử dụng chức năng ỊshiptỊ ỊcalcỊ (sOLVE) 


ta tìm được nghiệm thứ nhất của phương trình là 



Tương tự ta tìm được nghiệm thứ hai của phương trinh: 



Lưu nghiệm này vào ô nhớ B bằng cách: |shiftỊ ỊrÕỊ (STơ) 0 (b) 



Đổ xuất hiện nhân tử chung còn lại ta lấy X 4 — 2x 2 + 2x" — X — 2 chia X" — X 1 
ta được X 4 -2x 3 + 2x 2 - X -2 = ^x 2 - X - - X + 2j . 
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Ví dụ 3: Giải phương trình sau: X 3 -6x 2 + 12x - 9 = v-x 3 + 3x 2 + 5x -15. 

Giải 

Cách 1: Phương trình đã cho xác định trên IR. 

Đặt y = v/-x 3 + 3x 2 + 5X-15 => y 3 = -X 3 + 3x 2 + 5x -15 
Ta cũng có y = X 3 - 6x 2 + 12x - 9 => 2y = 2x 3 - 12x 2 + 24x - 18 

Từ đó: y 3 +2y = (x-3) +2(x-3)(*). 

Xét hàm số l'(l) = t 3 + 2l, hàm liên tục trên K và f'(t) = 3l 2 + 2 > 0,Vt G R nên 
f(t) đồng biến trên R . Do đó: 

pl(*)<=> y = X- 3<=> X 3 - 6x 2 + 12x-9 = X- 3 

X = 1 

o|x-lỊỊ)i-2jịx-3Ị = 0o X = 2 

X = 3 

Vậy nghiệm của phương trình là X = 1;X = 2;x =3. 

Cách 2: Có hỗ trọ' MTCT 

Định huóng: Sử dụng chức năng ỊshiftỊ ỊcalcỊ (^SOLVE) ta tìm được 3 nghiệm cùa 
phương trình là x = l;x=2;x = 3 như sau: 

Ghi vào màn hình: X 3 - 6x 2 + 12x - 9 - v-x 3 +3x 2 + 5x -15 bằng cách: 

Mmí^mc^Rr^pHÃimí^mmmiÃLPiimBCEE] di 
EHẵlllXldẼlSSllllHBBI+llÃIHQDBE®®®®® 


Ta được nghiệm thứ nhất X = 1 



Tiếp tục bấm ÍSHiPĩl ỊCALCl (TỊ [=]ta được nghiệm thứ ba X = 3 



Thử với nhiều giá trị khác ta vẫn được 3 được các nghiệm trên. 
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Do đó, ta dự đoán phương trình có ba nghiệm phân biệt X = l,x = 2,x = 3 
Nếu đưa về phương trình tích thì phải có thừa số chung (x - l)(x - 2)(x - 3 ). 
Nhận thấy rằng 

X 3 -6x 2 + 1 lx - 6 = (x - l)(x - 2)(x - 3 ); 

- 3 / :; 3 , ZT~7~ 77 - X 3 -6x 2 +1 lx-6 

3-x + v-x +3x + 5x -15 =-2-—— - 

_ A I -— 

Với A=( 3 -x) 2 -(3-x)\/-x 3 +3x 2 + 5x-15 + ơ^-x 3 + 3x 2 + 5x -15> 0 

Vậy ta có thể giải vắn tắt phương trình trên như sau: 

Lòi giải và đáp số 

Phương trình đã cho xác định trên R . 

X 3 -6x 2 +12x-9 = ^-x 3 +3x 2 +5X-15 _ 

o X 3 - 6x 2 + llx-6 = 3- x + V-x 3 + 3x 2 + 5x - 15 

. /.. , 3 / „ (x-l)(x-2)(x-3) 

<=> (x - l)(x - 2)(x - 3 ) = -2. 7. 1V_Z11 - l' A >0 

[ 2 1 X = 1 

<=>(x-l)(x-2)(x-3) l + -“-=0<=> x = 2. 

L A J X = 3 

Vậy nghiệm của phương trình là X = l;x = 2;x = 3 

Nhận xét: MTBT là một công cụ hỗ trợ đắc lực giúp ta tiết kiệm thời gian và 
giải toán một cách nhẹ nhàng hơn. Sau khi sử dụng MTCT phát hiện được các 
nghiệm của phương trình, bài toán trở nên đơn giản và có được cách giải hay và 
sáng tạo hon mà không cần phải đòi hỏi thành thạo nhiều kỹ thuật, kỹ năng và kiến 
thức phức tập đế giải. 

Ví dụ 4. Giải phương trình sau: 4 <2 ' 3x+2 +4 x " ,+6x+5 = 4 2x2+3x+7 +1. 

Định hướng: Sử dụng chức năng TABLE để tìm các nghiệm cùa phương trình 
bằng cách ấn các phím sau: 

ỊmodeỊ B , màn hình hiển thị f (x)= {tức yêu cầu nhập hàm số r(x) }. 

Ta nhập vào màn hình f (x)=4 x2 ” 3X+2 +4 x2+6x+5 , 

v 7 băng cách 

13 ® 011] (li CD ffl (H <s> ffl 0] © H ra ẼE) 

ÍÃLPHÃÌ m í +1 Í5i 

Ẩn(D 

Màn hình hiển thị g(x)= {tức yêu cầu nhập hàm số g(x)}. 

Ta nhập g(x)=4 2x2+3x+7 +1 bằng cách 

m @ (D m m m (B dD m DD BB 0 <B (+) m 
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Màn hình hiển thị 



An phím {=) 

Ta được'bảng kết quả sau 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
11 


X 

-5 

F(X) 

1.10 25 

G(X) 

1.1 () 2S 

-4 

1.10 IX 

1.10 16 

-3 

1.10 12 

4,2.10 9 

-2 

1,6.10 7 

262145 

-1 

4097 

4097 

0 

1040 

16385 

1 

1,6.10 7 

1,6.10 7 

2 

4.10'- 

4.10' 2 

3 

1.10 19 

2 10 2(1 

4 

5 

i.ĩo 27 

5.10 30 

1.10 36 

2.1 o 43 


Quan sát bảng trên ta dự đoán đưọc nghiệm của phương trình là 
x = l;x = 2;x = -l;x=-5 


Dựa vào số mũ của phương trình thì ta có thể phân tích phương trình đã cho 

X 2 - 3x + 2 = 0 
X 2 + 6x + 5 = 0' 


Mặt khác, dựa vào cơ số 4 và mối liên hệ giữa số mũ 
2x" + 3x + 7 = |x^ — 3x + 2j + Ịx“ + 6x + 5j. Từ đó, ta có thể giải phương trình trên 
như sau: 


319 






CĐBD HSG Giải Toán trên MTCT Casio 570vn Plus_Trần Đình Cu’ 


Lòi giải và đáp số 


1 _/|X 2 “3x+ 2 n ^ n 

u ~ ^ ’ u u . Phương trình đã cho tương đương VỚI 

V =4 X +6x+5 ,v >0 


u + V = uv +1 <=> (u - l)(v -1) = 0 <=> 


11 = 1 

V = 1 


<=> 


X 2 - 3x + 2 = 0 
X 2 + 6x + 5 = 0 


<=> 


X = l,x = -2 
X = -l;x = -5 


Vậy nghiệm của phương trình là X = l;x = 2;x = -l;x --5. 

1 , 4 

Ví dụ 5: Giải phương trình ——- log, X + log 2 X + 2 = -—- 

X -1 X -1 

Định hướng: Sử dụng chức năng ÍSHÌFTÌ ÍCÃLCl ta tìm được nghiệm cùa phương trình 
bằng cách ấn các phím sau: 

ỊẬỊỊẶỊ m (g) RR ỊTỊIÃĨPHÃ1ÍCÃĨCÌ (S) GO (g) ỊÃĨPÌ] ỊTỊ E3113 
Ấn IshiptỊ ICALCl , nhập [0] (=] ta được kết quả là X = 0,25 . 

Ẩn tiếp ỊshỊỠ) [clcl , nhập (T) GDta được kết quả là X =0,25 . 

Ấn tiếp Ĩ|hịft) [CÃLC), nhập GD [=)ta được kết quả là X = 2. 

Ẩn tiếp ịsiÌTÌ [cÃLCl , nhập s (=]ta dược kết quả là X = 2. 

Ẩn tiếp dD dệ], nhập BGEHDta được kết quả là X = 0,25 . 

Ấn tiếp |shift[ IcalcI , nhập Q cs ©ta được kết quả là X =0,25 . 

Ấn tiếp (shịỡ) ỊcÃĩcl , nhập Q d] © ta được kết quả là X = 0,25 . 

Từ dó ta dự đoán phương trình có hai nghiệm là X = 2,X = 0,25 = — . 

Do đó, nếu đặt t = log 2 X, với X > 0 thi l = 1 hoặc l = -2 

Lòi giải 

Điều kiện: 0 < X * 1. 

Với điều kiện trên ta đặt t = lơg 2 X , khi đó phương trình đã cho trở thành 


t 2 + 


<=> 


(x-lỊl + 2x-6 = 0oỊt + 2j 

f ^ <=> Ị^ 2 ^ ^ o 

t=3-x ịlog 2 x = 3-x 


(i + x-3) = 0 
1 

X = — 

4 

log 2 X = 3 - X (*) 


Phương trình (*) có vế trái là hàm đồng biến, vế phải là hàm nghịch biến. 
Nên phương trình (*) có nhiều nhất một nghiệm. 

Nhận thấy x = 2 là nghiệm của (*). 

Vậy nghiệm của phương trinh là X = 2;x = — . 
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Ví (lụ 6. Giải phương trình: 16 x + V2 2x 4-5 = 5. 

Hướng dẫn giãi 

Ta có 16 x + V2 2x + 5 =5 <=>4 2x +V4 x +5 =5. 

Đặt t = 4 X , t > 0. Phương trình đã cho trở thành 

t 2 + Vl + 5 = 5 <=> -v/l + 5 = 5 -1 2 

5-^° _fo<t<Vi 

<=> í , ,2 <=> ) 

t + 5 = Ị5-t 2 ) [t + 5 = 5 2 -2t 2 .5 + t 4 (*) 

Đặt u = 5, phương trình (1) trở thành u 2 - Í2t 2 + l)u +1 4 -1 = 0 có 


A u = (2t +1) 2 . Suy ra 


u = t 2 -t t 2 — t — 5 = 0 

<=> 

u = t 2 +t + l t 2 +t-4 = 0 


(loại) 


<=> 


loại) 

2 

-1 + VĨ7 
2 


^ . X _ -1 + VẼ7 , _-1 + VĨ7 

oA = -~— <=> X = log. ———. 

2 4 2 

Lòi bình: Ở (*) nếu không sử dụng phương pháp hằng số biến thiên như trên, ta 

có thể biến đổi thành phương trình bậc 4: t 4 -1 Ot -1 + 20 = 0 . Việc phân tích một 
phương trình bậc 4 thành tích hai tam thức bậc hai không phải đơn giản. Tuy nhiên, 
với sự hỗ trợ của MTCT (VN 570 ES PLUS) thì ta có thể dễ dàng phân tích được. 

Cụ thể: Xét hàm số f (t) = t 4 - 10t 2 -1 + 20 


Vào chức năng TABLE bằng cách ấn phím iMODEl m . 
Màn hình hiển thị: 

Ẽ Mãtir 

f(XH 


Ta nhập hàm số X 4 - 10X 2 - X + 20 bằng quy trình bấm phím sau: 

ÍÃĨPHÃỊ m f^ì f4~Ị C^> P=1 rn rõ~Ị 1ÃĨPHÃ1 m r^ì r^Ị IÃĨPHĂ1 m r+1 m 
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Để tắt chế độ hiển thị hàm số thứ hai này, ta tiếp tục ấn các phím sau: 


ÌD@(3)(U 

Màn hình hiển thị: 



Ẩn phím CO để chọn chế độ 1 hàm số f (x). 


Tiếp tục ấn: (=0. Máy yêu cầu nhập giá trị khởi đầu. 
Ta có thể nhập giá trị khởi đầu là [—ì Ĩ5l 



Ta có thể nhập GO (=). 

Tiếp đến máy yêu cầu nhập “bước nhảy”. 



Ta có thể ấn co (=) 
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Ta có bảng quan sát bên: 
f(-3).f(-2) = l2.(-2)<0 nên phương 
trình có ít nhất một nghiệm trên khoảng 

(-S-2) 

f (—2).f (—l) = -2.12 < 0 nên phương 
trình có ít nhất một nghiệm trên khoảng 

(-M 

f(l).f(2) = 10.H<0 nên phương trình 
ít nhất một nghiệm trên khoảng (l;2) 
f(2).f(3) = -6 .8<0 nên phương trình 
ít nhất một nghiệm trên khoảng (2;3^. 


có 


có 




0 


81 

FÍK) 

1 


MŨI 

ả 

-M 

121 

i 

-3 

Ti 



Q 


K 

F(K5 

M 

-5 

-i 

5 

Ẽ 


li 

21 





K 

FÍK) 

1 

1 

11 

Ú 

i 

msí 

-1 

1 



0 


K 

Fíiũ 

lũ 

M 

II1 

i 1 
11 

- - M Êã ‘ ì 
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nghiệm đó ta sử dụng chức năng: |SHirr| ỊCALCl (SOLVEỊ 
e Bước 1: Tìm nghiệm trên khoảng (-3;-2Ị như sau: 
Nhập vào màn hình: x ~ lOx - X +10 



Tiếp đến ấn |SHIFT| ỊCALCl (SOLVE) máy yêu cầu giải phương trình với giá trị X 
cần nhập 



ta nhập -2,5 6(-2;-3) {vì nghiệm thuộc (-3;-2)} ta được nghiệm 
X «-2,561552813, lưu nghiệm này vào biển nhớ A bằng cách: |shiftì ỊrõỊ ỊsTO) (03 

M 
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• Bưóc 2: Tương tự ta tìm được nghiệm thứ hai của phương trình trên khoảng 
(-2;-lì và lưu vào biển nhớ B 



Bước 3: Tương tự ta tìm nghiệm thứ ba trên khoảng (l;2) và lưu vào biến 


nhó' c. 


Ans*c 


0 Math Ả 


1„561552313 


Bưóc 4: Tương tự ta tìm nghiệm thứ tư trên khoảng (2;3) và lưu vào biến 


nhớ D 


Nhận thấy: 



0 Msđlì Á 

AC 

-4 

B Math Â 

ft+c 

-1 


0 Math A 

-5 

0 Math A 

1 


Từ đó ta dễ dàng phân tích: 


t 4 -10t 2 - t + 20 = (t 2 +1-4ÌÍ1 2 -t-5l = 0o 




t z + t-4 = 0 
t 2 -1-5 = 0 
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Bài toán 2: Giải phưong trình lưọìig giác 

Phương trình lượng giác (PTLG) là một phần rất quan trọng trong chương trình 
toán THPT, đặc biệt nó thường xuất hiện trong các kỷ thi tuyển sinh Đại học và 
Cao đắng. Phần lớn học sinh thường lúng túng trước những PTLG không mẫu mực 
và không định hướng được lời giải của bài toán. Đoán được nghiệm PTLG, giúp ta 
lật ngược vấn đề đế đi đến lời giải ngắn ngọn và sáng tạo hơn. 

Máy tính bỏ túi (MTBT) là một công cụ hỗ trợ đắc lực giúp đoán được các 
nghiệm và từ đó tìm ra định hướng cho lời giải bài toán. 

Quy trình tìm nghiệm 

© Bước 1: Tiến hành phép thử để tìm một nghiệm đặc biệt. Ta thử các giá trị 

đặc biệt như sau: -. {đê máy ở chê độ Rad băng cách 

6 4 3 2 3 4 6 y * 


® Bước 2: Giả sử ỏ’ bước 1 đã tìm được nghiệm X = —. Ta tiếp tục thử với các 

6 

giá trị đặc biệt tương ứng với cùng liên kết nghiệm đó. Cụ thể 

- Thủ’ vởi giá trị đối của nó: x = -“ 5 nếu thỏa mãn phương trình thỉ ta dự 

6 

s 

đoán phương trình có nghiệm X sao cho cosx =-^- , hay phương trinh được đưa 


về dạng tích với một thừa số Ị 2 COSX - V 3 j; 


- Thử với giá trị bù của nó: X ? nếu thỏa mãn phương trình thì ta dự đoán 

6 

phương trình có nghiệm X sao cho sinx = •“ , hay phương trình được đưa về dạng 
tích với một thừa số (2 sin X - 1 ) ; 

- Thử với giá trị hơn (kém) 7t của nó: X = f hay X = 1 , nếu thỏa mãn 


phương trình thì ta dự đoán phương trình có nghiệm X sao cho tanx = —, hay 

phương trình được đưa về dạng tích với một thừa số ỊV 3 tanx - lj. 

Sử dụng MTCT để tiến hành nhẩm nghiệm một trong hai cách sau: 

Cách 1: Dùng chức năng [CALCl , chức năng này có công dụng tính giá trị của một 
hàm số tại một điểm. 
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- Bước 1: Chuyển phương trình về dạng f(x) = 0. Giả sử cần thử với giá trị 

X = — ta thực hiện theo bước 2; 

6 _ 

- Bước 2: Nhập vào máy hàm số f(x), bấm phím [cÃĩcỊ , máy hỏi X? ta nhập 

vào và bấm phím f=1 ; 

6 

- Bước 3: Đề thử các giá trị khác ta tiếp tục bấm phím (CÃLC), nhập giá trị và 
bấm phím ẼD. 

Cách 2: Dùng chức năng [sHÌFĩ] [cÃEcl , chức năng này có công dụng là tìm nghiệm của 
phương trình trong một lân cận của X đã chì ra. Ta thực hiện theo các bước sau đây: 

- Bước 1: Chuyển chương trình máy tính về đon vị độ băng cách 
[SHÌFTÌ iÕDẼI Í3l 

- Bước 2: Nhập hàm số f(x); 

- Bước 3: Ẩn phím [sHÌFĩ1 [CÃĨcỊ máy hỏi X? ta nhập vào giá trị mà ta dự đoán 
là nghiệm, chẳng hạn 60 (60°), máy sẽ dò tỉm một nghiệm trong lân cận của 60. 
Tiếp tục nhấn |shift| IcalcỊ để kiểm tra các giá trị khác. 

Cách này có một nhược điếm là đôi lúc ta chọn các giá trị Xj ban đâu may bao 
CAN’T SOLVE hoặc tốc độ cho ra nghiệm tưong đối lâu. 

Cách 3: Sử dụng chức năng ỊtABLeỊ , chức năng này có công dụng là tìm nghiệm 
của phương trình ( phương trình hoành độ giao điểm của hai đồ thị hàm sô) trên 
một khoảng [a;b] nào đó. 

- Bước 1: Cài đặt máy ở chế độ ỊtABLeỊ bằng cách ấn phím 11! (TỊ 

- Bước 2: Nhập hàm số f(x),g(x) 

- Bước 3: Quan sát những điểm Xịinà giá trị hàm số tương ứng của chúng 
bằng nhau tức là f(x.) = g(Xj). 

Ví dụ 1. Giải phương trình sau: 2sin2x-2cosx = 7sinx + cos2x-4 . 

Định hướng: Sử dụng MTCT ta tìm được 1 nghiệm X =^r theo quy trình bấm 
phím sau (sử dụng cách 1) 

Chuyển máy về chế độ radian bằng cách: |shift| ỊmodeỊ [ 4 ] 

Ghi vào màn hình: 

m ỊSỊ3 ( 2 ) m ca (X) E) cu @ II m ca 0 0 @ s 0 ra 0 ® 

(HiiimmE)® 
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Ẩn ICALCl , Màn hình hiển thị: 



Nhập [0] (MI 5 ta được kết quả 1 { 0 không là nghiệm của phương trình}. 

Nhấn [cÃĩcl , sau đó nhập(»3 (xW) ® d], máy cho kết quả bằng 0 {y là 
nghiệm của phương trinh} 

Thử Fr) |shiftỊ Ịx 1Q x | si íẽl. máy cho kết quả là 7 - 2 V 3 {“ không là nghiệm 

6 

của phương trình}, 

, _ _ _ _ _ , A 5 71 

Tiêp tục thửd] ỊswftỊ Ịx 10 j 1 Q nn . máy cho kêt quả băng 0 {tức — cũng đúng 

6 

là nghiệm của phương trình}. 


1 


Do đó ta dự đoán phương trình có nghiệm sin X = — nên nếu biến đổi phương 

trình về dạng tích thì sẽ có thừa số 2 sin X -1 .Từ đó, ta có thể giải bài toán trên như 
sau: 

Cách 1: Đặt t = sinx, 111< 1. Lúc đó phương trình đã cho được viết thành 

4tcosx-Ịl-2t 2 )-7t-2cosx + 4 = Oo2t 2 + (4cosx-7)t + 3-2cosx = 0 

Theo định lý Viet thì tj + 1 2 = — ^ COSx => t 2 =3-2cosx^vđi tị 
a- 2cosx + sinx = 3(vô nghiệm). 


Ta có: sinx = 4 o 
2 


n , „ 

X =-7 + k27i 

6 ,keZ. 

5tc . 

X - —- + k2n 

6 


71 DTÍ 

Vậy, nghiệm của phương trình là X = -- + kn, X = -r- + kn, k e 7L. 

6 6 

Cách 2: The'o phân tích trên thì ta thấy phương trình phải xuất hiện nhân tử chung 
là (2sinx - 1 ). Vậy ta phải làm như thế nào để xuất hiện? Ta đế ý rằng: 

© 2 sin 2x - 2 cos X = 2 cos X (2 sin X - 1 ) 

©-cos2x - 7sinx + 4 = 2sin 2 X -7sinx + 3 = (2sinx -l)(sinx - 3 ) 

Từ đó ta có giải tóm tắt bài toán trên như sau: 
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Phương trình đã cho được viết lại 

2cosx(2sinx - l) + (2sinx - l)(sin X ” 3 ) = 0 
<=> ( 2 sin X - l)(2cosx + sinx - 3 ) = 0 


<=> 2sinx -1 = 0 <=> 


71 , 

x = ™ + k2ĩi 

6 , k eZ. 

X = —^-4- k2ĩt 
6 


Ví dụ 2. Giải phương trình: cos3x + cos2x - 7cosx + 2(sin2x + sin X - 2 ) = 0 . 


/ 'Ịl 

Định hướng: Sử dụng MTCT ta tỉm đượcx =~Ỷ 


là 1 nghiệm của phương trình 


theo cách ấn phím sau: 

Chuyển máy về chế độ Rad bằng cách: ỊshiftỊ ỊmodeỊ [ 4 ] 
Ghi vào màn hình: 


HmiiPHÃimmí+iiĩ5iimỉÃiiỉimmRmraiÃĩPiỉmm[+if2im 

® d] s s C3 (±3 iỉn) H E CD E) [ 2 ] Q] 

Ấn ICALCl , màn hình xuất hiện 


X? 


{yêu cầu nhập giá trị X } 


Nhập GO (=) , máy cho kết quả -9 { 0 không là nghiệm của phương trình}, 

Ẩn lCALCl , Nhập ỊshìptỊ Ịxio^l [Wị ỉ~3l. máy cho kết quả -9 + 2V3 {” không là 


nghiệm của phương trình}, 

Ản lCALCl , Nhập ỊshỉftỊ |xĨQ x 1 Hrl [61 r=1> máy cho kết quả . . 

nghiệm của phương trình} 


{— không là 
6 


Ản ICALCl , Nhâp ỊsHiFĩl Ịx10*Ị (§) [ 2 ] (=0, máy cho kết quả -3 { — không là nghiệm 
của phương trinh}, 

2 n 

Ấn ỊCALCl . Nhập [2] ỊshiptỊ 1x 10*1 0 m . máy cho kết quả 0 {là 1 nghiệm của 
phương trình}, 

Thử với giá trị đối của nóịx = j : ỈCALCl 0 cm |shift| ỊxKTl G5) QD [=) 

, y A 271 

ta được kêt quả là 0 nên X = ■ cũng đúng là nghiệm của phương trình. 
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Do đó ta dự đoán phương trình có nghiệm cosx = nên nếu biến đổi phương 

trình vê dạng tích thì sẽ có thừa số 2cosx +1. Từ đó, ta có thể giải bài toán trên 
như sau: 

Cách 1: Phương trình đã cho được viết thành 

4 cos 3 X + 2 cos 2 X -10 cos X + 4 sin X cos X + 2 sin X - 5 = 0 
Đặt t = cos X,111<1. Lúc đó: 


pto4t 3 +2t 2 + (4sinx-10)l + 2sinx-5 = 0 


o 


t + - 


(4t 2 + 4sinx-lo) = 0 


1 


<=>l f 2 <4> 

4t 2 +4sinx -10 = 0 

<=> X = ±^- 4- k2n, k 6 z. 

3 


cosx = ■ 


-2sin 2 X +'2sinx - 3 = 0 (vô nghiệm) 


Vậy nghiệm của phương trình là X = ±—~ + krt, k e z . 

3 

Cách 2: Theo cách dự đoán trên ta phải phân tích phương trình sao cho xuất hiện 
2cosx +1. Ta để ý rằng: 

©2sin2x + 2sinx = 2sinx(2cosx + l) 

© cos 3x + cos 2x - 7 cos X - 4 = 4 cos 3 X + 2 cos 2 X -10 cos X - 5 

= (2cosx + l)^2cos 2 X -5j 

Vậy ta có thể tóm tắt lời giải như sau: 
pto(2 cosx + 1^2cos 2 X + 2sinx —5^ = 0 

<=> (2cosX + 1) ị-2 sin 2 X + 2sin X - 3) = 0 
' 2te 

o 2cosx + 1 = 0 o X = ±~ + k27T, keZ. 

3 

2 n 

Vậy nghiệm cùa phương trình là X = ±—~ + kn, k e z . 

3 

Ví dụ 3. Giải phương trình sin2x + sinx = cos2012x + cos2013x + cos2014x. 


Định hưó'ng: Sử dụng MTCT ta tìm được 1 nghiệm X — — 
như sau: 

Chuyển máy về chế độ Rad bằng cách: ÍSHÌrrì IMODEỈ in 
Ghi vào màn hình: 


của phương trình 
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Ấn ỊCALCl , màn hỉnh xuất hiện 


X? 


{yêu cầu nhập giá trị X } 


Nhập® (HO . máy cho kết quả -3 { 0 không là nghiệm cùa phương trình}, 


Ẩn ICALCl , Nhập ỊsHỈrr) íxĩÕ3 O Í3~l . máy cho kểt quả 3,732050808 {^ không là 
nghiệm của phương trình}, 

Ẩn ICALCl , Nhập |shiftỊ ỊxĨÕ 3 ỉn ỉ~6~l. máy cho kết quả 1,366025404 {^ không là 
nghiệm của phương trình}, 

An [CÃĨCị , Nhập (»3 @03 3 CU, máy cho kết quả 1 {“ không là nghiệm của 
phương trình}, 

_ _ _ , 2 71 

Ấn ỊcÃĨcI , Nhập CẼD (»3 @03 13 ®, máy cho kết quả 0 {-Ỵ là 1 nghiệm của 

phương trình}, 

Thử với giá trị đối của nó |x = --^1: ỈCALCl 3 GểŨ Ịshift| Ịx 10 j 1 3 o Ẽ) 

r 271 > 

ta được kết quả là Stí 0 nên X = - 2 cĩmg đúng là nghiệm của phương trình. 


Do đó ta dự đoán phương trình có nghiệm cosx = nên nếu biến đổi phương 

trình về dạng tích thì sẽ có thừa số 2C0SX + 1. Rõ ràng bài này không thể quy về 
phương ẩn t = cosx. Từ đó, ta có thể giải bài toán trên như sau: 

pt <=>2sinxcosx 4-sinx = 2cos2x.cos2013x + cos2013x 
<=> sinx(2cosx + 1 ) = 2cos2013x(2cosx + 1 ) 
o Í2cosx + ])(sinx -cos2013x) = 0 

,2jt , 

X = +—- + k2n 

o 3 ,k eZ 

n kn 71 kTt 

_ x = 4028 + 1007 ;x ~~ 4024 + 1006 
Ví dụ 4. Giải phương trình: 4sinx + COSX + 3sinx tanx - 5 tanx = 5 . 

371 

Định huóng: Sử dụng chức năngTABLE ta tìm được 1 nghiệm X = ~ như sau: 


Chuyển máy về chế độ: (shỊf 
V ào chức năng TABLE bằng cách ấn phím: ỊmodeỊ 3, 

Ấn tiếp (shS) IU (▼) ỊjD 3 {chọn bảng một hàm số} 

Màn hình xuất hiện i'(X)= {yêu cầu nhập hàm số l'(x)} 
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Nhập vào màn hình: 

GD ® H (2 CD EĐ @ H ca (3 EE GĐ @ ED CD CD Qãn) H QD Q] 

RRBiÃĩPHÃimmRísi 
Ấn (=], Màn hình hiển thị: 



{yêu cầu nhập giá trị cuối}, ta nhập rn rẽl fÕỊ [=1 
Màn hình hiển thị: 



{yêu cầu nhập bước nhảy}, ta nhập fĩ~l nn Í=1 
Ta được bảng sau: 

X F(X) 

1 0 -4 

2 15 -4,13 

3 30 -4,154 

4 45 -4,343 

5 60 -5,196 

6 75 -8,723 

7 90 ERROR 

8 105 6,4504 

9 120 2,1243 

10 135 0 

11 150 -1,845 

12 165 -3,798 

13 180 -6 

3tc 

Quan sát bản trên ta thấy x = 135 {tức x = 135°= : ^-} là 1 nghiệm của 
phương trình. 

Thoát chế độ TABLE bằng cách® 0] , vào chế độ rad bằng cách ấn phím: 
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ỊshiftỊ ỊmodeỊ [4] tiếp đến kiểm tra các giá trị liên kết với X = 

Nhập vào màn hình hàm số: 

f4i Ismi ÍÃĨPHÃ1 m m FFI [cõsỊ [ÃLPHÃ1 m m f+1 r3l ísỉnl pĨPHÃI m [T] ítãnì ÍÃÌỊhÃI CD CHI 

0 GEI dẼ) m ra co 0 [U 

Ẩn 11 màn hình xuất hiện X? {yêu cầu nhập giá trị X } 

Nhập 0 QD Íshĩft| Ịx 10 x 1 o ÍTỊ 1=1 . ta được kết quả -10-4-72 {--Ỵ không là 
nghiệm của phương trình} 

Ấn ỊcÃĩcỊ . Nhập [shift] Ịx1Q*Ị 0 [ 3 ] (»] n 0 GEL ta được kết quả -Ì0 + 4\Ỉ2 

{= ^- không là nghiệm cùa phương trình}. 

4 4 

Ẩn 11, Nhập (sin) n 33 ( 3 ] dfĩ) n go (3, ta được kết quả 0nên cũng 
đúng là nghiệm của phương trình. Do đó ta dự đoán phương trình có nghiệm 
tanx = —1 nên nếu biến đổi phương trình về dạng tích thì sẽ có thừa số tanx + 1. 
Từ đó, ta có thể giải bài toán trên như sau: 

Lòi giải 

Điều kiện: cosx * 0. 

Vói điều kiện trên, phương trình được viết thành 
(sinx + cosx) + (3sin X + 3sinx.tanx) = 5(lanx + 1 ) 

<=> cosx(tanx + 1 ) + 3sinx(tanx + l)-5(tanx + 1 ) = 0 
<=> Ịtanx + l)(cosx + 3sinx -5) = 0 

o lan x = -, . , .. _ , o tan x = -1 o X = “ + kĩt (thỏa), 

cosx+ 3sinx = 5(vô nghiệm) 4 


7t 

Vậy nghiệm của phương trình là X = + kn, keZ . 

Thí dụ 5. Giải phương trình l + 3lanx = 2sin2x. 

Định hướng: Sử dụng chức năngTABLE tìm nghiệm của phương trình như sau: 
ÌÕPẼỊ m . màn hình hiển thị r(x) = {yêu cầu nhập hàm số ĩ(x)} 

Ta nhập: HE®© lAtPHAl QD QD [=] 

Màn hình hiển thị g(x) = {yêu cầu nhập hàm số g(x) } 

Tanhậpm0E)d)@^mm(u 
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Màn hình xuất hiện: 



{yêu cầu nhập giá trị X khởi đầu), ta nhập [0] (=0 
Màn hình xuất hiện: 



{yêu cầu nhập giá trị X kết thúc }, ta nhập Gũ QD GQ (=] 
Màn hình xuất hiện: 



{yêu cầu nhập giá trị bước nhảy }, ta nhập (TỊ GO [=] 
Ta được bảng sau 



X 

F(X) 

G(X) 

1 

0 

1 

0 

2 

15 

1.8038 

1 

3 

30 

2,732 

1,732 

4 

45 

4 

2 

5 

60 

6,1961 

1,732 

6 

75 

12,196 

1 

7 

90 

ERROR 

0 

8 

105 

-10,19 

-1 

9 

120 

-4,196 

-1,732 

10 

135 

-2 

-2 

11 

150 

-0,732 

-1,732 

12 

165 

-0,1961 

-1 

13 

180 

1 

0 


Quan sát bảng trên ta nhận thấy X = 135° (x = ~Ị-) là một nghiệm của phương 
trình. 

Thoát chê độ TABLE bằng cách ỊmodeỊ m . chuyển sang chế độ rad bằng cách 

1 SHIFT 1 ỈMODEỊ go, tiếp đến kiểm tra các giá trị liên kết với X = — 

4 


Nhập vào màn hình hàm số: 

CD GE) 00 @ (Áp) ỊTỊ CD-EE) d] @ [U (ẶỹiỊ C3D CD 
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Án ỊCALCị màn hình xuất hiện Xl_ _{ycu cầu nhập giá trị X } 

Nhập SO®®®®©, ta được kết quả 2 {“- không là nghiệm 
cùa phương trình} 

Án lCALCl màn hình xuất hiện X?_{yêu càu nhập giá trị X } 

Nhập |shĨf3Ị2Q3 ỊshỊẼẼB 040, ta được kết quả 2 { n-~ = ^không 

là nghiệm của phương trình}. 

Ấn lcALcl màn hình xuất hiện ịx? I {yêu cầu nhập giá trị X } 

Nhập ta được c l llả 0 nên cũng đúng là 

nghiệm của phương trình. Do đó ta dự đoán phương trình có nghiệm tanx = -l 
nên nếu biến đổi phương trình về dạng tích thì sẽ có thừa số tan X + 1. Từ đó, ta có 
thể giải bài toán trên như sau: 

Từ đó, ta có thể giải bài toán trên như sau: 

Lòi giải 

2 t 

Cách 1: Điều kiện: cosx * 0. Đặt l = lan X => sin2x = . Phương trình đã cho 

trở thành 1 + 3t = — 4t — <=> (t + l)(3t 2 - 2t +1) = 0 o t = -1 o X = + kTt(thỏa) 

Ngoài cách đặt t = lanx ta có thể biến đổi phương trình ban đầu như sau 
Cách 2: Chia 2 vế của phương trình cho cos 2 x ta được 

1 + tan 2 X + 3 lan X (l + tan 2 X) = 4 tan X 

<=> 3tan 3 x + tan 2 x-tanx + l = 0 
n . _ 

<=> l anx = -1 <=> X = —7 + k7T 

4 

Vậy, x = —^ + k 7 t là nghiệm của phương trình. 

Ví dụ 6 . Giải phương trình: 

cosx(cos2x - 19 ) — (1 + sinx)(7 - cos2x^ = —3^8 + sin2x). 

Định hướng: Sử dụng chức năng (Mộ) mò nghiệm của phương trình {Máy ở 
chế độ rad} 

Nhập vào màn hình hàm số: 

cosX(cos2x -19) - (1 + sinx)(7 - cos2x) + 3(8 + sin 2 x) bằng cách: 
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@ 03 CE Ịp)JxịE 0 GQ dệ] ỊÃỘ) @11 GĐ (cõs) ỊẬịi) (3 [73 co @ 
BlEEIESEEEEBgaQaCHIlSSSd] 
íiimmmí+immrBií+ií^ìíTiíÃLPiimmm 


Ẩn ỊcalcI , màn hình xuất hiện ỊX? 


, {yêu cầu nhập giá trị X } 


Ta nhập QD du , máy hiển thị kết quả 0 {0 là một nghiệm của phương trình}. 
Ấn ỊcalcỊ để thử các giá trị khác 

Thử với ỊshiptỊ Ịxiod [=1 . máy hiển thị kết quả 36 { 7t không là nghiệm của phương 
trình }. 

Ấn IcalcI để thử các giá trị khác 

Thử với IsHirrl 1 x 10-1 í-rl l~2l [=1. máy hiển thị kết quả 8 {-^ không là nghiệm của 
phương trình }. 

Án ỊcalcỊ để thử các giá trị khác 

Thử với [ 2 ] Ịshift| ỊxIOỊ m , máy hiển thị kết quả 0 { 2 n là một nghiệm khác của 
phương trình }. 

Do đó ta dự đoán X = k2 K là nghiệm của phương trình hay cosx = 1 
Từ đó ta giải bài toán trên như sau: 

Lòi giải 

pt o cosx^2cos 2 X -2oj + (l + sinx)Ị2cos 2 X -8^ + 24 + 6sinxcosx = 0 

o 2cos 3 X -20cosx + 2cos 2 X - 8 + 2sinxcos 2 X-8sinx + 24 + 6sinxcosx = 0 
o cos 3 X + (sinx 4 - l)cos 2 X -(l0-3sinx)cosx -4sinx + 8 = 0 (*) 

Đặt t = cosx, 111< 1 phương trình (*) trỏ' thành 

t 3 +(sinx + l)t 2 -(l0-3sinx)t-4sinx + 8 = 0 
o(t-l)[t 2 + (sinx + 2)t + 4sinx-8 n 


o 


1 = 1 

t 2 + (sinx + 2)t + 4sinx-8 = 0 (2) 


Giải (2): ta có A = (sinx + 2 ) -4(4sinx -8) = (sinx -6) 2 . 
Lúc đó , phương trình (2) có hai nghiệm là 

ỉ-líinv .lO _o(Vô nghiệm) 

t = -sinx + 2 [cosx + sinx = 2 6 

Vậy, cosx = 1 o X = k27i,k e z là nghiệm của phương trình. 
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Bài toán 3. ứng dụng giải bất phương trình 
Phương pháp 

Tính chất: Giả sử hàm số f (x) liên tục trên miền K . Nếu phương trình f(x) 
bằng 0 vô nghiệm trên miền K thì I (X) không đôi dâu trên K . 

Dựa trên tính chất trên ta suy ra phương pháp giải bất phương trình dạng 
f (x) > 0 (f (x) < 0,f(x) > 0 , f (x) > 0) như sau: 

o Bước 1: Tìm tập xác định D của hàm số f (x); 


® Bước 2: Giải phương trình f(x) = 0. 

© Bươc 3: Lập bảng xét dấu của f (x) (Để xác định dấu của 1 (x) trên các 
khoảng con K của D mà f(xỊ vô nghiệm, ta chỉ xác đinh dau cua l( x o) V01 x () 
là một phần tử bất kỳ của K) 


Chú ý: Để tính giá trị của hàm số tại một điểm ta sử dụng chức năng ị CALC ]. 

Ví dụ. Cho hàm sổ y = X 5 - ■Jĩẽ + 1 tại các điểm có hoành độ X = 2,x — 5. 

Nhập hàm số y = X 5 - V2X 2 +1 bằng cách: 

B @ @ ®1 m @ ® B © [2 é ca ® 0 

Ấn IcalcỊ , màn hình xuất hiện X7_ {yêu cầu nhập giá trị X } 

NhậpGD (=0 , ta được kết quả là 29. 

Ẩn IcalcI Nhập GO [=] > ta được kết quả là 3117,858572. 

Nói chung khi đã nhập biểu thức y xong thì ta có thể tính giá trị của y tại các 


điểm XpX 2 ,... Ở đây vấn đề mà ta quan tâm là dâu cùa y tại các diêm X|,x 2 ,... 
(các giá trị của y tại các điểm này có thể là các giá trị gần đúng. Điêu này không 
ảnh hưởng gì kết quả nghiệm của bất phương trình). 

- 40 

Ví dụ 1. Giải bất phương trình: X + vx 2 +16 < , ===== = (1) ■ 

Vx 2 +16 


1 ,ò'i giải 

Cách 1: (Phương pháp cơ bản) 

bpl(l) o xx/x 2 +16 + x 2 + 16<40<=> xx/x 2 +16 <24-X 2 (2). 
Ta xét các trường hợp sau: 

©THI:Nếu X = 0 thì bpt (2) luôn thỏa mãn. 

©TH2: Nêu X < 0 


bpt (2) o %/x 2 +16 > 


24 -X 2 
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<=> 


24-X 


<0 


X 

x 2 + 16> 


+4-x 2ỹ 


V 


<=> 


24-X 2 


>0 


-2 Vó ắ X < 0 

X > 2+ 

2 Vó 


X < -2vb 
0 < X < 2\Í6 

, 2 (x 2 + 16)>(24-x 2 ) 2 


<=> 


-2Vó ắx < 0 


- 2 V 6 á X < 0 

X > 2 V 6 


X > 2 V 6 

X < -2yfô 0 


X < -24ố 0 

■ 0 < X < 2 Vó 

< 

0 < X < 2\fô 

64x 2 > 24 2 


X 1 > 3 


X < 0 
X >3' 


Kết hựp với X < 0 ta được X < 0. 
©TH3:x > 0 


bpt(2) o Vx 2 + 16 < 


24-X 2 


X 


' o 


24-X 2 


>0 


X 2 +16 < 


í 


24-X 2 




X < -2 Vố 

0 < X < 2+ 

64x 2 <24 2 


o 


X < -2 Vó 

0 < X < 2 V 6 <=> 0 < X < 3. 

-3 < X < 3 

Kết hợp cả 3 trường hợp ta được tập nghiệm của bất phương trình là 

T = (-oo;3]. 

Cách 2: Kết họp sử dụng máy tính 
Tập xác đinh D = R . 


Xét l'(x) = X + Vx 2 +16 


40 


Vx 2 +16 


, hàm số f(x) liên tục trên R . 


Ta có: 


í(x) = 0 <=> xVx 2 + 16 = 24- X 2 

=> X 2 Ịx 2 + 16j = Ị 24 — X 2 Ỵ <=> 64x 2 = 576 <=> X = ±3. 

Thử lại chi có X = 3 là nghiệm của phương trình f(x) = 0. 
Bảng xét dấu: 


X 

—co 


0 

J 


+00 

l(x) 


- 

0 

+ 



Ta có: 1(0) = -6 < 0; 1(4) = 2,58 > 0 (Dùng máy tính) 
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Hàm f(x) liên tục và vô nghiệm trên (” 00 ; 3 ); ( 3 ; 4 - 00 ) nên trên từng khoảng này 
f(x) không đổi dấu. 

Dựa vào bảng xét dấu, tập nghiệm của bất phương trình là T = (-co;3]. 


tại các điểm 


,.. , /. 2 .— 40 

Chú thích: Đê tính giá trị hàm sô í(x) = x + vx +16— , . 

Vx 2 + 16 

X = 0,x = 4 ta làm như sau: 

Nhập vào hàm số bằng cách: 

s s GĐ ® HD ả Ẽ3 GB ũũ QD <s> Đ @DGĐ GD ® © IU CD © 
(BU)© 

Ắn ịCALCl , màn hình xuất hiện 


X? 


Nhập Ql) (=3 , ta được kết quả là -6. 

Ẩn ỊCALCl , nhâp m f=l ta được kết quả « 2,58. 

Ví dụ 2. Giải bất phương trình: Vl + X - Vì - X > X (2). 

Lòi giải 

Cách 1. Điều kiện: -1 < X < 1 

I X + V 1 -X > 0 

bpt(2) o Vl + X > X + Vl -X <=> 


1 + X >Ịx + Vl-x) 

1 + X >0 
X + Vl-X <0 


2 (I) 
(II) 


X + Vl -X >0 


1 + x 


> Ịx+Vi-x) 


Ta xét hệ ị 
Ta có: 

X + Vĩ - X >()o Vl -X > -X o 


2 (I) 


-X < 0 
11 - X > 0 
-X > 0 

|l-x>x 2 


<=> 


0 < X < 1 
/-1 < X < 0 
X 2 + X -1 < Ọ 


0 < X < 1 

í-1 < xắ 0 __ _ 

° - -VT -| + 7Ĩ 0 - |SXS 

<x < L 

Li 2 2 

+ , . /IN . . í-1 < X < 1 í — L < X < 1 

Do đó: (1)0 , 2 ' „ r -o) r~~ „ 2 

[l + X > X 2 +1 - X + 2xVl-X [2xvl-X < 2x -X 2 (2) 


o -1 < X < 1 
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>Nếu X = 0 thì (2) đúng 

>Nếu X <0thì(2) o 2 V 1 -X >2-x 0 4(l-x)>(2-x) 2 
o X 2 < 0 vô nghiệm trên 

>Nếu X >0 thì(2)<=> 2 V 1 -X <2-xo4|l-xỊ<Ị2-xỊ 2 

o X 2 > 0 đúng trên (0;l]. 

Vậy hệ (I) có nghiệm 0 < X < 1 
Ta xét hệ Xét hệ (II): 


l + xp_ .. f-1 <X < 1 
X + Vl - X < 0 ị Vĩ - X < -X 


f—1 < X < 1 

-x>0 

[1 -X < X 2 


o 


-1 <x <0 

X < 


X > 


-IỈ4Ỉ 


Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là T=[ơ;lJ. 

Cách 2. Kết hợp máy tính 
Điều kiện: -1 < X <1 

Xét hàm số f(x) = Vl + X -Vl-X -X, xe[-l;l]. 


vô nghiệm. 


f(x) = 0o Vl + X =x +Vl-X => 1 + x =Ịx + Vl-x) 
=> 1 + x - X 2 + 1 -X + 2xVl -X 


■ 2xVl -X = 2x - X 2 => 

lử lại thấy 
Bảng xét dấu: 


X = 0 


2 Vt-V = 2 - X (Vn) ^ x 
Thử lại thấy X = 0 là nghiệm của f(x) = 0. 



-1 

0 

1 

fự) 


0 



Ta có: f 






: 0,017 >0; f 


( 1} 

V 2 J 


-0,017 <0 (DùngMTBT). 


Hàm f(x) liên tục và vô nghiệm trên £-1; 0 ); (O; lj nên trên từng khoảng này 
f(x) không đổi dấu. 

Dựa vào bảng xét dấu, tập nghiệm của bất phương trình là T = Ị^0; 1 j . 

Chú thích: Để tính giá trị hàm số f(x) = Vl + x- Vl-x-x tại các điểm 


X = — ,x : 
2 


ta làm như sau: 
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Nhập vào hàm số bằng cách: 

011 ca 

Ẩn ICALCl , màn hình xuất hiện 


X? 


Nhập ỊT][g) (!](=] , ta được kết quả là 0,0176. 

Ấn ỊÕẶỊẽ), nhậpED CO (SI un G=D ta được kết quả -0,0176. 


Ví dụ 3. Giải bất phương trình: 


Cách 1. Phương pháp cơ bàn 

2 


%/3x -2 

Lòi giải 


-x/3x -2 > 1 -X (1). 


Điều kiện X > — . 

3 

bpt(l)ox 2 -(3x-2)>(l -x)a/3x-2 o (x - l)(x -2) + (x - l)V3x 

r íx -1 >0 


o (x - l)Ịx - 2 + V3x-2 j>0o 


k n/3x-2 >2-x 
x-1 <0 
|V3x-2 <2-x 


o 


X>1 

2 -x <0 


v< 


X>1 
2 - X > 0 


3x-2>(2-x) 


2 ., 
-<X<1 
3 

2 - X > 0 


o 


3x-2<(2-x) 


X > 2 

1 < X < 2 

X 2 -7x +6<0 

2 

-<x <1 
3, '_ 

X 2 -7x + 6>0 




X > 2 
í 1 < X < 2 


(1 < X < 6 

x>2 2 

2 , <=> 

1 <x <2o X > — 

-<X<1 

2 2 

3 

-<X<1 

X<1 

3 

X >6 



Vậy tập nghiệm cùa bất phương trình là T = 
Cách 2. Có sự hỗ trọ' Máy tính 

ọ 

1 2 x~ 

Điều kiện X > _ . Ta có bpt(l) <=> 7 

3 V3X-2 




■ V3x - 2 + X - 1 > 0 


2 >0 
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Xét hàm số f(x) = -7= .. - V3x -2 + X - l,x e 

v3x -2 


' 2 ., ' 
3’ +co 


Ta có 
i' 


F(x) = 0«(x- 1 )(x-2 + ^) = 0«[^ iĩ = 2 _ x 

r fv - I 


<=> 


X = 1 

2-x>0 ^ 

3x-2 = (2-x) 2 


X = 1 
2 


< X < 2 <=> X = 1 

3, 

X 2 -7x + 6 = 0 


Bảng xét dấu 



- 1 


f(x) 

Ị 

1 

í 

Ỵ 

\ 

TT 

TỊT 

|jị 

X . 

: I 



: ! : 

íị\ : 

ỉỉỉl 

1 

■ 

\Ệ: : 

ill 



(2 ^ 

Hàm số liên tục và vô nghiệm trên các khoảng lJ,(l;+co) 
từng khoảng này f(x) không đổi dấu. 


nên trên 


Ta có 1' 


v 6 y 


0,108>0, f(2) = l>0. 


Dựa vào bảng xét dấu, ta suy ra được tập nghiệm của bất phương trình là 


2 ) 

—; +00 . 

3 


Chú thích: Để tính giá trị hàm số f(x): 


X = 4,x = 2 ta làm như sau: 
6 


V3x-2 


-V3x-2 + X-1 tại các điểm 


Nhập vào hàm số bằng cách: 

(§3 11) m ® ® © (D mi m E) d] ® (5) 0 © (E H CD 0 [U 

(g) (BU) mâm 

Ản lCALCl , màn hình xuất hiện 


X? 


Nhập QD dD [6] (=] (sặộỊ , ta được kết quả là 0, 108. 
Ản lCALCl , nhâp í~2~l [=1 ta được kết quả 1. 

Ví dụ 4. Giải bất phương trình Ịx 2 + X + 1 j ~ x > Ịx 2 + X + 1 j 


v/l + x-x 


(*) 
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Lòi giải 


Cách 1. Sử dụng phương pháp cơ bản 

r . 'N 2 o 


Nhận thấy X 2 + X + 1 


X + - 


1 


V 




+ “ > 0, Vx <E ] 

4 


Điều kiện: Ị|Ịx>0 <=>_1 - X - 1(1) 


TH 1: x 2 +x + 1 = 10 



thì bpl(*) thỏa mãn 


x < kết hợp điều kiện (1) ta được 
X >0 r 


Lúc đó: 

bpt(*) <=> Vl -X > Vĩ + X -X <=> 7Ĩ - X + X > Vl + x 
<=>l-x + x 2 + 2xVl-x >l + xo2Vl-x>2-x 

o 4(1 - x) >4-4x + X 2 o x 2 <0 o X = loại vì không thỏa điều kiện (2)) 


■ TH 3: 0 < X 2 


-1 < X < 0 (3) 


bpl(*) Vl — X >Vl + x - X <=> 1-x> 1 + x -2xa/i + x +x 2 

<=> X 2 + 2x -2xVl-x > 0 o X + 2 -2-v/l-x <0 

<=>2\/l + x >x + 2<=>4(l + x)>x 2 + 4x + 4 

<=> X 2 <0<=> X = 0(loại vì không thỏa điều kiện (3)) 

Vậy nghiệm của bất phương trình (*) là X = 0,x = 1. 

Cách 2. Điều kiện: -1< X <1. 

, .Ất./? \ Vl-X / „ \\/ĩ+x-x 

Bât phương trình đã cho viêt lại ỊX +X + 1I -Ịx +x + lj >0 


Đặt 


/ \ / , \'/i-x / ? /i+x-x 

f(x) = Ịx 2 +x + lj -Ịx 2 +x + lj 


Ta đi giải phương trình l'(x) = 0. 


Ta có 


f(x) = 0o 


X + X + 1 = 1 
-1 < X < 1 

x 2 +x + l*l 

-1 < x < 1 _ 

Vl-X = Vl + X -X 


X = 0,x = 1 
fx e(-l; l]\{0} => 

12V1 + X — X -t 2 


X = 0 
X = —1 


X = 0, X = 1 

íxe(-l;l]\{0Ị 
ìl-x = l + x + x 2 


-2x41 


+ X 
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Thử lại ta thấy f (x) = 0 có nghiệm X = ();x = -1. 

Hàm sổ f(x) liên tục và vô nghiệm trên các khoảng (-1;0) và (0;lj nên trên 
các khoảng này f(x) không đổi dấu. 

Bảng xét dấu 


f(x) 


-00 


+00 


Ta thấy f 


f 0 

V 2 y 




-0,0035 <0, f 


11 

p 

ị Ị ị 
ì Ị H 

ỊịỊịíịì 

iỉllll 

Tỉ 

ll 

ỈUÍHlli 

llỉlỉỉỉi 


'0 

V 2 ; 


= -0,0147 <0. 


Từ đó ta thấy bất phương trình có nghiệm X = l,x = 0. 

Chú thích: Để tính giá trị hàm số f(x) = ^x 2 + X + lj -Ịx 2 +x + lj 

các điểm X 


7l + x-x 


tại 


1 1 I,_ I 

,x =— ta làm như sau: 

2 2 

Nhập vào hàm số bằng cách: 

01 mí^mMmmmmi^ií^ìmRiÃLPHÃimc^c^Rm 

«míFimiÃiÃimmmmỉ^í^mmiiPHÃimc^)RiÃLPHÃim 
Ẩn ỊcalcI , màn hình xuất hiện 


X? 


NhậpQ (TỊ (§) GO 0=] , ta được kết quả là -0,0035. 

Ấn ICALCl , nhâpíTI (ÌS GO GU ta được kết quả -0,0147. 

1 1 


Ví dụ 5. Giải bất phương trình 


log, +x 2 -3x + 1 log,(x + l) 

3 3 

Lòi giải 


M 


ío 0 



3'ì 


í 3 

\ 

0;- 

u| 

1 

• — 

u| 

— 

;+00 

2 J 


V 

2 J 


I 2 

) 


Cách 1. Điều kiện: 

[o<2x 2 -3x + l ^ _ / , A \ 

Ịo<x+l*l v ’ 

Khi đó bất phương trình đã cho trở thành 

_ [ _ 1 _Ị_ 1 

-log 3 v+í 2 -3x + l -log 3 (x + l) iog 3 V2x 2 -3x + l log 3 (x + l) 


(3) 
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■ TH 1: Khi -1 <x <0. 

Khi đó l?* 2 ,-* + 1 > 1 => Ị ìo h / 2x2 r 3x + 1 > 0 => (3) vô nghiệm 
[x + l>l llog 3 (x + l)<0 


" TH 2: Khi 0<X <ị. Khi dó | 2x f _3x + 1 < 1 ^ J log 3 3x + 1 <0 

2 X + 1 < 1 


log 3 (x +1) >0 


=> ( 3 ) 


đúng với mọi X e 


0 ;- 


■ TH 3: Khi 1<X<^. Khi đó 
2 


2x 2 -3x +1 = X(2x - 3 ) +1 < 1 Ịlog 3 V 2 X 2 -3x + 1 <0 


X + 1 > 1 


nghiệm đúng với mọi X e 1;-^- 


lơg’(x + l)>0 


( 3 ) 


TH 4: Khi x>^. Khi đó 

2 

Lúc đó 


3 (Chi An í 2 * 2 -3x + 1 > 1 _J log 3 V 2 X 2 -3x +1 > 0 


Ịx +1 > 1 


1 . 3 / 
[log 3 (x + l) 


>0 


(3) <=> log 3 -3x + l > log 3 (x + 1 ) o 'ỉĩ\ 2 - 3x + 1 > X + 1 
9x 2 — 9x + 1 3> X 2 +9.X + I X > 5 . 


<=> 2x - 3x +1 > X + 2x + 1« X > 5. 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình lả T 

Cách 2. Điều kiện 

[0 < 2x 2 -3x + l 1 
jo<x+l*l 


L 0 


( 

3 ^ 

0;- 

u 

1 

• —- 

2 j 


l 

2 j 


u 


(5;+ 00 ). 


<=> xe 


(o ;! 1 

u 

íl;V 

u 

r 3 'ì 

— ;+co 



2j 


12 J 


( 2 ) 


Xét hàm số f (x) =-============= - ———-— 

logI "v2x 2 — 3x + 1 log, (x + 1) 
3 2 


Với điều kiện (2), thì 


fỊxỊ = 0o 'Ịĩỹ? -3x + 1 = X +1 o 2x 2 -3x +1 = X 2 + 2x +1 

ox 2 -5x = ()<=> x ^ 

_x =5 

So sánh điều kiện (2) thì f (x) = 0 o X = 5 . 

Hàm số f(x) liên tục và vô nghiệm trên các khoảng 
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Ị-1;0); I ();— ; 1;4 ; 4;5 ; (5;+°o) nên trên từng khoảng này l'(x) không 

V 2/ ^ 2 ) 1^2 ; 

đổi dấu. 


Ta có 

( 1 \ I \ /ct 

f -4 =-3,585 <0; í' 4 - 7,164 >0; f 4 =3,595 > 0; fm = -1 <0; 

l 2 J UJ 4 J 

r(ỏ) = 0,0163 >0 
Bảng xét dấu 



Chú thích: Để tính giá trị hàm số í'(x) —- , •• ===== ==■- ——T--r tại các 

log, V2x 2 -3x + l lo Si( x + 1 ) 

ì •’ 

điểm ta làm như sau: 

Nhập vào hàm số bằng cách: 

m im m m d) lí <& <& © (U m m m 0 ® s ca BB m <& 

®®SElDram®(S<E)(S>l!®ŨDE)[I] 

Ẩn ỊCALCl , màn hình xuất hiện X? 

NhậpEỊ Gũ (§) EHD, ta được kết quả là -3,584. 

Án ỊcalcI , nhập [TỊ @ [4] (=) ta được kết quà 7,164. 

Án ỊCALCỊ , nhâpíìn r&ì m ta được kết quả 3,595. 

Án ỊcalcI , nhập [TỊ (=1 ta được kết quả -1. 

Ắn ịCALCl , nhập QD f=~lta được kết quả 0,0163. 
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Bài toán 4. ứng dụng vào giải hệ phuroìig trình 

I. cơ sở LÝ THUYẾT: (THỦ THUẬT CALC 100) 

Ví dụ 1. Cho đa thức: 4X +1, nếu ta nhập vào màn hình biểu thức 4X + 1, sau đó 
ấn phím ỊcalcỊ , nhập (T) QD 5] f=1 . thì ta được kết quả là 401 

Ví dụ 2. Cho đa thức X 2 — X +1, nếu ta nhập vào màn hình biểu thức X 2 — X +1 
sau đó ấn phím ICALCl , nhập (T) 00 [0] 0=0 , ta được kết quả 9901 

Ví dụ 3. Cho đa thức 2X 2 — 1, nếu ta nhập vào màn hình biểu thức 2X 2 — 1, sau 
đó ấn phím ỊcÃĩcl , nhập m [~Õ~| fÕ1 [=1 ta được kết quả 19999 
Bây giờ, giả sử ta có 401,9901, 19999 cho trước thì làm thế nào ta tìm một đa thức 
theo biến X để khi thực hiện lệnh CALC 100 thì nó sẽ được kết quả là 401, 9901, 
19999. Đây chính là nội dung thù thuật CALC 100 

Bài toán: Giả sử có số abcdeí , chuyển số này về đa thức theo biến X ta làm như 
sau: 

= Bước 1: Từ phải sang trái, tách số abcdeí' thành các nhóm gồm hai chữ 
số. Nghĩa là: ab I cd I ef. Ở đây tất cả có ba nhóm nên đa thức chuyến về sẽ là đa 

thức bậc hai f(xì = 'a,x 2 4 -a ) X + a () ( có trường hợp f(x) là đa thức bậc ba) , 

Tổng quát nếu có n nhóm thì đa thức chuyển về sẽ là đa thức bậc n hoặc n+1. 

° Bưóc 2: Xác định hệ số a 0 

o Nếu ef < 50 thỉ a () = ef 

o Nếu eí' > 50 thì a () = el’ — 100, đồng thời hệ số cùa số hạng đứng trước 
nó là a, phải tăng thêm một đơn vị 

o Nếu ef = 50 thì chuyển sang thủ tục CALC 1000 

■ Bưóc 3: Xác định hệ số a,. Quy tắc xác định tương tự như ở bước 2 

■ Bước 4: Xác định hệ số a 2 . Quy tắc xác định tương tự bước 2 

Áp dụng: Ta thực hiện thủ thuật CALC 100 để làm ba ví dụ trên 
Ví dụ 1: Đối với số 401. 

+ Bước 1: Từ phải sang trái. Tách số 401 theo các nhóm gồm hai chữ số 4 I 01, 
ta được 4 và 01. Ở đây có tất cả hai nhóm nên đa thức chuyển về là đa thức 

f(x) = a,xịa 0 

+ Bước 2: Nhận thấy 01 < 50 nên a () = 01 = 1 
+ Bước 3: Vì 4 < 50 nên d\ — 4 
+ Bước 4: Vậy f(x) = 4X + l 
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Ví dụ 2. Áp dụng với 9901 

+ Bước 1: Từ phải sang trái. Tách số 9901 theo các nhóm gồm hai chữ số 99 I 
01, ta đưọc 99 và 01. Ở đây có tất cả hai nhóm nên đa thức chuyển về là đa thức 
í = U|X + 

+ Bước 2: Nhận thấy 02 < 50 nên a () =02 = 2 
+ Bước 3: Vì 99 > 50 nên aj =99 —100 = —1 

+ Bước 4: Hệ số cùa X 2 lúc đầu là 0 nên hệ số của X 2 tăng thêm 1 đơn vị, 
nghĩa là 0 +1 = 1 

+ Bước 5: vậy f(x) = x 2 — x + l 
Ví dụ 3. Áp dụng với 19999 

+ Bước 1: Từ phải sang trái. Tách số 19999 theo các nhóm gồm hai chữ số 1| 
99 |99, ta được 99,99 và 1. Ở đây có tất cả hai nhóm nên đa thức chuyển về là đa 

thức f(x) = a 2 x 2 +a,x + a 0 

+ Bước 2: Nhận thấy 99 > 50 nên a () = 99 —100 = — 1, lúc đó hệ số cùa ẵ| 
phải tăng lên 1 đơn vị 

+ Bước 3: Vì 99 >50 nên a, =99-100 + (l) = 0 
+ Bước 4: Vì 1 < 50 nên a 2 = 1 + (l) = 2 

+ Bước 5: vậy f (x) = 2X 2 -1 

Thủ thuật CALC 1000 

Bài toán: Phân tích f(x;y) = X 2 — 2y 2 + xy + 150y — 2500 thành nhân tử. 

+ Bước 1: Vì bậc của x,y bằng nhau nên ta chọn X làm biến hay y làm biến 
gì cũng đều được. Ở đây ta chọn X làm biến số 

+ Bước 2: Cho y = 100 ta được X 2 + lOOx - 7500 

+ Bước 3: Phân tích X 2 + lOOx - 7500 = (x +15ũ)(x - 50). Ở đây ta thấy có 

số 50 nên ta phải chuyển qua thỉ tục CACL 1000 
Nội dung CALC 1000 

+ Bước 1: Vì bậc của x,y bằng nhau nên ta chọn X làm biến hay y làm biến 
gì cũng đều được. Ở đây ta chọn X làm biến số 

+ Bước 2: Cho y = 1000 ta được X 2 +1000x -1852500 

+ Bước 3: Phân tích X 2 + lOOOx -1852500 = (x + 1950)(x - 950 ). 

+ Bước 4: Dùng thủ thuật CALC 1000 để chuyển các số 1950 và 950 về đa 
thức theo biến y 
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Cụ thể 

Chuyển số 1950 

+ Bước 1: Từ phải sang trái. Tách số 1950 theo các nhóm gồm 3 chữ sổ 1 I 
950, ta được 950 và 1. Ở đây có tất cả hai nhóm nên đa thức chuyển về là đa thức 

f(Y) = a,Y + a 0 

+ Bước 2: Nhận thấy 950 > 500 nên a 0 = 950 -1000 = -50 
+ Bước 3: Vì 1 < 500 nên a ( = 1 +(l) = 2 
+ Bước 4: Vậy ì'(y) = 2Y-50 

Chuyển số 950. Hoàn toàn tương tự ta được 950 = y — 50 
+ Bước 5: Suy ra (x + 1950)(x — 950j = (x +2y — 50)(x + y — 50 ) 

nên i'(x;y) = X 2 — 2y 2 + xy + 150y — 2500 = (x + 2y — 50)(x + y — 50j 

II. BÀI TẬP ÁP DụNG 

BT 1. Giải Uệphưcng trinh: . s 

(Trích Đề thi Đại học khối D 2008, Bộ Giáo dục) 
Định hưóng: Dùng CALC 100 để phân tích phương trình (1) của hệ thành nhân tử 

Ta có : (l) <=> X 2 - 2y 2 - xy - X - y = 0. 

Đặt f(x;y) = X 2 -2y 2 -xy-x-y 

+ Bước 1: Vì bậc của x,y bằng nhau nên ta chọn X làm biến hay y làm biến 
gì cũng đều được. Ở đây ta chọn X làm biến số 

+ Bước 2: Cho y = 100 ta được X 2 — 101 X — 20100 
+ Bước 3: Phân tích X 2 - lOlx-20100 = (x + 100)(x-201) 

+ Bước 4: Dùng thù thuật CALC 100 để chuyển các sổ 100 và 201 về đa thức 
theo biến y ta được y = 100 và 2y + 1 = 201 

+ Bước 5: Sưy ra ịx + 100)(x — 20lỊ = (x + y)( x ~ 2y — l) 

nên f(x;y)=x 2 -2y 2 - xy - X - y = (x + y)(x -2y - l) 

Chú ý: Sau khi phân tích thành nhân tử rồi ta phải kiểm tra lại kết quả phân tích 
có đúng không bằng cách nhân phân phôi ra hoặc thay vài giá tri (vy) vao thuc 

ban đầu và đa thức đã phân tích thành nhân tử. Nếu kết quả chúng bằng nhau thì 
Ok. 
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Giải 

{ x > Ị 

y ỹ (y Hệ phương trình đã cho tương đương với 

|(x + y)(x -2y- l) = 0 
ỊxV^ỹ-yVx-l =2x —2y 

Từ điều kiện ta suy ra x + y>0 nên phương trình thứ nhất tương đương với 
X = 2y +1, thay vào phương trình thứ hai ta được 

(y + lỊT^ỹ = 2(y + 1 ] y = 2 (do y + l>0)=»x = 5 

Vậy nghiệm của hệ là (x;y) = ( 5 ; 2 ). 

BT 2. Giải hệ phương trình: - ^ x — x "y + x +y"—2xy —y = 0 (1) 

5 Ịy + x —2 = 0 (2) 

(Trích Đề thi Đại học khối D 2012, Bộ Giáo Dục) 
Định hướng: Dùng CALC 100 để phân tích phương trình (I) cùa hệ thành nhân từ 

Đặt f(x;y) = 2x 3 -x 2 y-fx 2 +y 2 -2xy-y 
+ Bước 1: Vì bậc cùa X lớn hơn bậc của y nên chọn y làm biến số 
+ Bước 2: Cho X = 100 ta được y 2 - 1020ly - 2010000 
+ Bước 3: Phân tích y 2 — 10201Y — 2010000 = (y — 1 0000 ) (y — 201) 

+ Bước 4: Dùng thù thuật CALC 100 để chuyển các số 10000 và 201 về đa 
thức theo biến X ta được X 2 = 10000 và 2x + 1 = 201 

+ Bước 5: Suy ra (y — 1000)(y - 201 } = Ịy - X 2 j(y — 2x - 1 ] 

nên í'(x;y) = 2x 3 -x 2 y+ x 2 +y 2 -2xy — y =Ịy-X 2 j(y-2x- 1 ) 

Giải 


Phương trình thứ nhất tương đương với: Ịy — X 2 jỊy — 2x — 1 ) = 0 <=>• 
® Với y = X 2 thay vào phương trình thứ hai ta được: 


y = x' 

ỹ = 2x + l 


X -Ị- X — 2 — 0 4=^ 


X = 1 => y = I 
X = -2 y = 4 

® Với y = 2x +1 thay vào phương trình thứ hai ta được: 


3x — 1 = 0<=Ỉ>X = — =>y = — 
3 3 
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Vậy nghiệm của hệ phương trình là: 

M=0 ; ( x; y)=(- 2;4 ) ; M=Ịy 3 

5x 2 y — 4xy 2 +3y 3 — 2(x + y)'=0 (l) 

BT 3. Giải hệ phương trình: I / , ^ , x2 / \ 

xy(x +y ) + 2 = (x + y) ( 2 ) 

( Trích Đe thi Đại học khối A 2011, Bộ Giáo Dục) 
Định hướng: Dùng CALC 100 để phân tích phương trình (2) của hệ thành nhân tử 

Đặt f(x;y) = xyỊx 2 + y 2 j + 2-(x + y) 2 

+ Bước 1: Vì bậc của X và y bằng nhau nên ta chọn X làm biến số ( nếu chọn 
y cũng được). 

+ Bước 2: Cho y = 100 ta được 100X 3 — X 2 + 999800x — 9998 
+ Bước 3: Phân tích 100x 3 -X 2 +999800X -9998 = (lOOx - l)(x 2 +999s) 

+ Bước 4: Dừng thủ thuật CALC 100 để chuyển các số 100 và 9998 về đa 
thức theo biến X ta được y = 100 và y 2 — 2 — 9998 

+ Bước 5: Suy ra (lOOx-l)Ịx 2 +9998j = (xy-l)Ịx 2 +y 2 j-2 nên 

f(x;y) = xyỊx 2 +y 2 Ị + 2-(x + y) 2 =(yx-l)Ịx 2 +y 2 -2) 

Giải 

Phương trình thứ hai tương đương với: 

(yx-l)(x 2 + y 2 -2) = 0» *ỉ = h =2 

ffiTHi:í 5xV4xyí+3yí ~ 2<x+y)=0 oí X= ' V | x= “' 

[xy = 1 [y = i Ly =—1 

®TH2: í 5x2y " 4xy2 + 3y3 ~ 2(x + y> = 0 

' |x 2 + y 2 = 2 

Í5x 2 y-4xy 2 + 3y 2 -(x 2 +y 2 )(x + y) = 0 
Ịx + y = 2 

2 V 2 í 

x=— 7 =r- X =- 7 =- 

X = —1 V5 V5 

V \ r V _ 

y = -l _ n /2 _ V 2 

\ y -Ĩ5 [ y= /5 
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BT 4. Giải hệ phương trình: 


2x 2 + y 2 -3xy + 3xy-2y + 1 = 0 (l) 

4x 2 - y 2 + X + 4 = yỊĩx + y + Ặ + 4y (2) 

(Trích Đề thi Đại học khối B 2013, Bộ Giáo D 

4* í n .ri t I , . . ..... . 


(Trích Đề thi Đại học khối B 2013, Bộ Giáo Dục) 
Định hướng: Dùng CALC 100 để phân tích phương trình (1) của hệ thành nhân tử 

Đặt f(x;y) = 2x 2 +y 2 -3xy + 3x-2y + l 

+ Bước 1: Vì bậc của X và y băng nhau nên ta chọn X làm biến số ( nếu chọn 
y cũng được). 

+ Bước 2: Cho y = 1 oỏ ta được 2x 2 - 297x + 9801 

+ Bước 3: Phân tích 2x 2 -297x + 9801 = (2x -99)(x -99) 

+ Bước 4: Dùng thủ thuật CALC 100 để chuyển các số 99 về đa thức theo 
biến y ta được y — 1 = 99 

+ Bước 5: Suy ra (2x - 99)(x - 99) = (2x - y + l)(x - y +1) nên 

f (x;y) = 2x 2 +.y 2 - 3xy + 3x - 2y + 1 = (2x - y + l)(x - y + 1) 

Giải 

Phương trình thứ nhất tương đương với: (2x - y + l)(x - y +1) <=> 

■ Với y = 2x +1 thế vào phương trình thứ hai ta được: 

f (x) = V4x + ĩ + V9x + 4 = 3-4x = g(x) (*), x>-^ 


y = 2x +1 
ỹ = x + l 


f( x ) là hàm đồng biến, g(x) là hàm nghịch biến trên 

Nhận thấy X — 0 là nghiệm của (*) nên y = 1. 

Với y = X + 1 thế vào phương trình thứ hai ta được 

v/3x + l + >/5x + 4 = 3x 2 - X + 3, X > ~ 

<=> V3x +1 + Vsx + 4 = 3 (x — l) x + 2x + 3 
<=> fV3x H-1 — (x + l)| + [V5x + 4 — íx + 2 )] 


s+oo 




V -r 1 T\JAT i t = J y À — 1 Ị X t zx + J 

v^3x +7 ~(x +1) + %px"+4 — Ịx + 2) =3^x — l)x 

..~* 2 +X ■ -x 2 +x _ ị 2 \ 

V3x + 1 +(x + l) V5x + 4+(x + 2) ' ' 

V 2 V - n u „ , , _ ~ 1 _ I _2li_ 

V^TT + (x + l) V5x + 4 +(x + 2) 


X — X = 0 hay 


= 3(VN) 




X = 0 —> y = 1 
X = 1 —> y = 2 


Vậy nghiệm của hệ phương trình là (x;y) = (0;l);(x;y) = (l;2). 
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